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§ I. De quadratische involutie op een rechte lijn. 

«Hebben wij een stelsel van puntenparen P, P^, zoo dat 
Pi en P2 elkaar ondubbelzinnig bepalen, dan noemen wij 
zoo'n puntenstelsel eene involutie van den tweeden graad dt 
eene I2.S 

Een bundel kegelsneden bepaalt op een willekeurige rechte 
/ zoo'n involutie. Immers neemt men op / een punt dat we 
Pi noemen dan bepaalt dit punt met de vier grondpunten 
A[ A2 A3 A4 van den bundel een kegelsnede die /, behalve 
in Pi, nog in een tweede punt snijdt. Dit laatste punt noemen 
wij nu P2. Het is, wanneer Pi bekend is, geheel ondub- 
belzinnig aangewezen. De kegelsnede {Ai A2 A3 A4) Pi Pj 
is echter ook bepaald zoodra het punt P^ gegeven is. Dan 
vinden wij bij Y-i het zelfde punt Pi waarvan wij vroeger 
uitgingen. 

Men zegt nu dat de punten Pj en P2 aan elkaar zijn 
■/.toegevoegd», dat wil dus zeggen dat wanneer we één van 
die punten weten, het andere ook aangewezen is. 

Het is duidelijk dat voor alle puntenparen door de ver- 
schillende exemplaren van den kegelsnedenbundel op / inge- 
sneden, hetzelfde kan gezegd worden en dat we op die 
manier op de lijn / een stelsel van oneindig veel puntenparen 
hebben verkregen, dat voldoet aan de bepaling van eene 
involutie van den tweeden graad aan het begin van deze 
§ gesteld. 

De lijn / wordt de drager der quadratische involutie I2 
genoemd. 

We kunnen gemakkelijk drie paren eener I2 verkrijgen 
door ons te bedienen van de drie ontaarde kegelsneden 
gaande door de vier basispunten. 



y Google 



Door middel van de algebra laat zich het begrip van 
involutje even goed verstaan. Voor de algebraïsche voor- 
stelling der involutie kiezen wij op de drager l een wille- 
keurig punt N dat nulpunt van telhng wordt voor de afstanden 
of abscissen van alle punten der lijn / tot aan dat nulpunt 
N. De stand van een punt Pj op / is dan door de abscis x 
bekend, terwijl evenzoo de plaats van een punt P2 door do 
bijbehoorenden abscis y kan gegeven worden. 

Bestaat nu tusschen de bedoelde grootheden x en y de 
betrekking 

axy + b(x + y) + c = o ....(,) 
waarin a, b en c bepaalde coëfficiënten zijn, dan blijkt on- 
middellijk dat wanneer het punt P] en dus de x bekend is, 
de y ondubbelzinnig wordt gevonden en andersom, wat 
weder lüerop neerkomt dat de punten Pj en P2 elkaar vol- 
komen bepalen, of m. a. w. dat Pi en P2 «toegevoegde» 
punten zijn. Maar het is eveneens duidelijk dat welk punt 
men ook op / als Pi kiest, men daarbij steeds één punt P2 
zal vinden en dat dit laatste punt weder het eerste kan 
opleveren. 

De beschouwde toestand van de oneindig vele punten eener 
rechte lijn / is slechts een bijzonder gevaJ eener meer alge- 
meene gedachte. Het kan n.1. zijn dat aan het punt P is 
toegevoegd het punt Q, maar dat nu het punt Q niet het 
punt P aangeeft maar een ander punt van /. Er bestaan 
dan eigenlijk twee puntenstelsel op /: het stelsel (P) en het 
stelsel (Q). Men noemt ze coüocaal, omdat zij op denzelfden 
drager zijn gelegen. Elk punt van l is op te vatten als een 
punt P van het ééne stelsel en wijst dan het toegevoegde 
punt Q van het andere stelsel aan. Maar noem ik dat eerste 
punt Q'(^P) dan hoort er een punt P' bij dat niet het ge- 
noemde punt Q is. Wel zijn de punten der lijn / één aan 
één aan elkaar toegevoegd, welk verband men %&n projectief 
verband noemt, of ook projectieve verwantschap. Door eene 
bilineaire vergelijking van de gedaante 

axy-|-bx + cy + d = o . , . . {2) 
is zij volkomen bepaald, wat na het gezegde geen verdere 
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toelichting behoeft. Stelt men nu in deze laatste vergelijking 
de coëfficiënten van x en y aan elkaar gelijk, dus è ^ c, 
dan komt vergelijking (i) te voorschijn, waarmee is aange- 
toond dat de quadratische involutie een bijzonder geval is 
van eene verwantschap één aan één, gedacht tusschen de 
oneindig vele punten eener rechte lijn. 

§ 2. Wij keeren terug tot de vergelijking (i) der quadra- 
tische involutie, en schrijven die in den vorm 

^y + li.^ + y) + ^-o (1) 

Na verschuiving van het nulpunt over een afstand — vinden 
wij in de nieuwe coördinaten voor de vergelijking der I2. 

^ Vj^ constante {3) 

ten opzichte van het nieuwe nulpunt M. Onderstellen we 
het geval | = 11, dan wordt {3) 

1^2 = constante. 

I ^ ± |/ constante (4) 

waaruit blijkt, dat er steeds iwee punten D; en D2 bestaan, 
die met hun toegevoegde punt samenvallen. Men noemt ze 
de dubbelpunten der quadratische involutie. Ook uit verge- 
lijking (i) volgt het onmiddellijk; men stelle slechts x^y 
waardoor een quadratische vergelijking in de parameter x. 
ontstaat waarvan de beide wortels de twee dubbelpunten 
der I2 vertegenwoordigen. Maar de vorm {4) heeft het voor- 
deel dat daaruit eenvoudig is te zien, dat het nieuwe nul- 
punt M het midden is der beide dubbelpunten Di en D2. 
Meetkundig laat zich vergelijking (3) nu op de volgende 
wijze schrijven, wanneer Pi, P2 ean willekeurig paar der I2 
voorstellen 

MPi. M^2 = MD,2 = MDï^ 
hetgeen eenvoudig wil zeggen dat de punten P] en P2 door 
de dubbelpunten der involutie harmonisch worden gescheiden, 
welke steUing voor directe omkeering vatbaar is. 

Uit (4) is nog af te lezen, dat de dubbelpunten Dj en D2 
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bestaanbaar maar ook onbestaanbaar kunnen zijn; imagi- 
naire dubbelpunten komen in het volgende geval voor. 
De verwantschapsvergelijking der quadratische involutie had 
den vorm 

ajLy + b(x + y) + c = o . . , , (,) 

zij bezit klaarblijkelijk twee onafhankelijke coëfficiënten, d, w. z. 
elke quadratische involutie is door twee paren volkomen 
bepaald, of anders: wanneer twee paren gegeven zijn, kan 
men alle andere paren vinden. 

Stel nu de paren Ai,A2 en Bi, Ba zijn op de drager / 
gegeven. Richt men nu op Aj A2 en Bi B2 als middellijnen 
twee cirkels op en neemt aan dat zij de snijpunten S en S' 
hebben. Wij zien dan dat S A, ± S A2 en S B, J. S Bj. 
Kiest men Ci wülekeurig op / en verbindt Ci met S, dan 
staat in S maar één lijn loodrecht op Ci S. Snijdt deze 
loodlijn de lijn / in het punt C2, dan geldt S Cj X S C2. Bij 
eiken willekeurigen straal Ci S, wordt slechts één andere 
gevonden C2 S, en omgekeerd doet C2 S weder Ci S terug- 
vinden. Breiden we de bepaling, aan 't hoofd van deze § 
genoemd, uit tot stralen van eene waaier dan bhjkt dat al 
de rechte hoeken in 't punt S gevormd eene straleninvolutie 
uitmaken van den tweeden graad. 

De snijpunten van toegevoegde stralen nJ. de punten 
A],A2; B|,B2; Ci.Q enz. zijn nu vanzelf in een I2 gerang- 
schikt. Door het punt S of ook door het ten opzichte van 
l symmetrisch gelegen punt S' is de I2 volkomen bepaald. 
De twee paren Ai,A2 en Bi,B2 geven aan waar de punten 
S en S' zijn te vinden en hiermee is de stelling dat dke 
quadratische involutie door twee paren volkomen bepaald 
wordt, ook meetkundig opgehelderd. 

Bij de straleninvolutie {S) is het bestaan van dubbehXxBi&a. 
ten eenenmale onmogelijk en de bijbehoorende punteninvo- 
lutie op l kan dan ook geen dubbel^'üxytisw vertoonen. Wij 
hebben hier een geval van imaginaire dubbelpunten ver- 
wezenlijkt. Men kan ook zeggen de paren der bedoelde 
involutie worden ingesneden door alle cirkels gaande door 
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de punten S en S', en de onmogelijkheid van het onstaan 
van dubbelpunten is weder in te zien. 

In geval de paren Ai,A2 en Bi,B2 zoo gegeven zijn, dat 
de segmenten Aj A2 en Bi Ba elkaar uitsluiten, zal de be- 
sproken constructie falen; we volgen dan een anderen weg. 

Ergens in het vlak beschrijven wij een wiUekeurigen cirkel 
en nemen daarop, eveneens willekeurig, het pvint Mj aan. 
De lijnen Mi Aj en Mi A2 snijden op den cirkel de punten 
X1X2 in; de lijnen M, Bi en Mi B2 de punten ¥,,¥3. 

Het snijpunt der verbindingslijnen X] X2 en Yi Y2 noemen 
we M2. 

Denken wij aan alle stralen door M2 of van den waaier 
M2, dan vormen de op eiken straal gelegen snijpunten met 
den cirkel de paren eener quadratische involutie. De stralen- 
bundel (Mi) geeft op dezelfde wijze een involutie van den 
tweeden graad. De beide coHocale involuties hebben de paren 
(Xi,X2) en (Yi,Y2) gemeen; zij zijn derhalve identiek, d.w.z. 
de beide waaiers (Mi) en (M2) snijden dezelfde involutie op 
den cirkel in. Of ook de verbindingslijnen van toegevoegde 
punten eener I2 op een cirkel gaan door een vast punt. 
Hier het punt M2. 

Is het punt M2 uit de twee gegeven paren Ai, Aa en Bi, B2 
gevonden, dan trekken we een willekeurigen straal door M2, 
die de snijpunten Zi Z2 oplevert Projecteer deze uit Mi, 
dan wijzen de hjnen Mi Zi en M] Z2 op de lijn / het paar 
(Ci.Ca) der involutie aan, waartoe ook Ai,A2 en Bi,B2 be- 
hooren. Uit M2 gaan nu of twee reëele of twee imaginaire 
raaklijnen aan den cirkel. 

In het eerste geval zullen de beide raakpunten Ri en R2 
de duboelpunten voorstellen der involutie (X, Y), en zij zullen 
uit Ml geprojecteerd noodwendig de beide bestaanbare dubbel- 
punten der op / gelegen involutie (AB.) aanwijzen. 

Ging de eerste constructie slechts in één geval door, de 
laatst besprokene is in èeide gevallen te gebruiken. 

Toepassingen : 
I. Een bundel kegelsneden bepaalt op een recht / een l^. 
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Lettende op de drie ontaardingen zien wij de bekende 

stelling van DesARGUES dat de overstaande zijden van 

een volledigen vierhoek op een rechte drie paren eener 

zelfde involutie insnijden. 

Elke l2 bezit twee dubbelpunten. Door vier punten gaan 

derhalven steeds twee kegelsneden die een gegeven rechte 

aanraken. 

Ligt de gegeven rechte in het oneindige dan blijkt dat 

er door vier willekeurige punten steeds twee parabolen 



§ 3. De INVOLUTIE VAN DEN 1'En GRAAD O]^ EEN RECHTE. 

«Hebben wij een stelsel van puntengroepen P] Pp, 

zoodat elke groep door één harer punten, onverschillig welk 
volkomen bepaald is, dan noemen wij zoo'n puntenstelsel eene 
involutie van den p*" graad of eene lp.» 

Een bundel krommen van den p^" graad zal op een rechte 
/ zoo'n lp bepalen. 

Algebraïsch kan men de involutie van den p'^" graad, op 
de lijn / als drager gelegen, voorstellen door de vergelijking 



a p + A bP = 



waarin dfi en b^^ functies van don p^" graad in x zijn. De 
coördinaat x is te rekenen van af zeker nulpunt op den 
drager / en A is een parameter. Zoodra men aan \ een 
bepaalde waarde toekent, levert de vergelijking (i) voor de 
veranderlijke x blijkbaar p waarden. Elke waarde van A 
geeft een groep van p punten aan. 

Is omgekeerd een punt Pi door de abscis x, gegeven dan 
wordt door de substitutie dezer abscis in de vergelijking (i) 
de parameter A gevonden en zijn de p wortels van verge- 
hjkmg (i) bepaald. Hieruit is te zien dat door één punt jPi 
steeds een groep van p punten bepaald wordt waartoe ook 
dat punt P) zelf behoort, terwijl het weder onverschillig is 
van welk punt der groep men uitgaat. 
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De mogelijkheid bestaat dat de vergelijlcing (i) voor een 
bepaalde waarde van x twee gelijke wortels bezit. In zoo'n 
geval is hare afgeleide nul. Eliminatie van a tusschen ver- 
gelijking (i) en hare afgeleide zal eene vergelijking van den 
graad 2 (p — 1} in x doen ontstaan d. w. z. «Elke irivolutïe 
van den p^" graad bezit 2 (p — i) dubbelpunten». 

Neemt men op den drager der lp twee nulpunten aan, dan 
kan men de plaats van een pvint bepalen door de verhouding 
der afstanden tot die twee nulpunten en met homogeene 
coördinaten werken. 

Dan is de lp algebraisch voor te stellen door de vergelijking 

UP (X| X2) + A VP (Xi X2) = o. 

Do functies n en r; zijn nu van den p^" graad m xj en x^. 
Voor dubbelpunten der lp moet nu gelden: 

du, dv du. dv 

Eliminatie van A levert 

du dv dv dv 

d^' d xj dZ' d^ 

Deze functionaal determinant is van den graad 2 (p — i), 
waaruit het boven genoemden resultaat weder blijkt. 

Op soortgelijke wijze is te onderzoeken of de lp drie- of 
meervoudige elementen bezit. Maar in 't algemeen zijn die 
er niet 

Is er een p-voudig element en nemen wij dit tot nulpunt 
van telling, dan is de lp voor te stellen door 

xf + A tp (x) = o. 

(p (x) = functie van den p^" graad in x. 
Voor dubbelpunten is 

pxP-' + Acï>' (x> = o. 

Eliminatie van a geeft de vergelijking: 

xP ifi' [x) — p xP - ^ (J) (x) = o. 
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Zij heeft (p — i) wortels de nul zijn d. w. z. sElkp-voudig 
punt vervangt (p — i) dubbelpunten». Ergens anders liggen 
er nog (p— i). 

Uit den vorm der vergelijking 

aP + A bP = o 

is weder te zien dat de lp door twee groepen volkomen 
is; want dan zijn de functies a^ en b^ bekend, waar- 
de vergelijking der lp kan samengesteld worden. 



§ 4. De iNVor.UTiE van den pf-" graad oi' eknic 

KEGELSKEDE. 

De lp die wij tot nu toe op een reciite hebben beschouwd, 
laat zich onmiddellijk op elke rationale vlakke kromme over- 
brengen. 

In de eerste plaats op eene kegelsnede. Nemen we op 
een gegeven kegelsnede een wülekeurig punt en projecteeren 
wij uit dat punt de lp, die op een rechte in hetzelfde vlak 
is gelegen, dan snijdt de projecteer ende stralenbundel op de 
kegelsnede eene puntenreeks in, welke ook eene lp Is, wegens 
de overeenkomst één aan één tusschen de punten der beide 
reeksen. 

We spreken nu over de lp op de kegelsnede ontstaan. 

Worden de toegevoegde punten door rechte Hjnen twee 
aan twee verbonden, dan is de vraag: wat is de omhullende 
van al deze verbindingslijnen? 

De klasse laat zich maltkelijk bepalen. Immers door 'n 
willekeurig punt Pi van de kegelsnede Q kunnen niet meer 
dan {p — i) raaklijnen der omhullende gaan; nl. alleen die 
welke het bedoelde punt Pi met de (p — i) punten P2, ... P,, 
verbinden die door de involutie aan het punt Pi zijn toe- 



De klasse der omhullende of der zoogenaamde involutie- 
kromme is derhalve (p — i). 

Voor -^=2 is de involutiekromme een enkel funt. Wij 
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zagen dan ook vrocg'cr dat de verbindingslijnen van toege- 
voegde punten eener I2 op een cirkel door één punt gingen. 

Bestaan op een kegelsnede twee involuties, bijv. eene 
lp en eene Iq, dan hebben zij involutiekrommen waarvan de 
klasse achtereenvolgens is (p — i) en (q — i). 

De beide omhullenden zullen blijkbaar (p — i) (q - 1) 
gemeenschappelijke raaklijnen bezitten. Zoo'n raaklijn ont- 
staat, wanneer de twee collocale involuties een paar gemeen 
hebben, zoodat twee collocale involuties lp en Iq steeds 
(p — i) (q — i) paren gemeenschappelijk hebben. 

De involutiekromme der lp en de drager Ca hebben 2 
(p — i) gemeenschappelijke raaklijnen. Wat beteekenen die 
voor de lp? Het zijn eenvoudig de 2 (p — i) raaklijnen die 
men in de dubbelpunten der lp aan de kegelsnede kan 
trekken. 



Onder vertakkingspunt verstaat men een punt ■> 
twee toegevoegde punten samenvallen. Zoo zal een groep 
van p toegevoegde punten waaronder een dubbelpunt Pi ^ 

P2, (p — 2) vertakkingspunten bezitten P3 Pp. Aan elk 

der punten P3 Pp is immers het dubbelpunt Pj ^ P2 toe- 
gevoegd. 

De 2 (p — i) dubbelpunten der lp doen dus 2 (p i) (p — 2) 
vertakkingspunten ontstaan. 

Uit een vertakkingspunt P3 gaan naar het bijbehoorende 
dubbelpunt Pj ^ Pg de twee raaklijnen P, P3 en P2 P3, die 
samenvallen, d. w. z. elk vertakkingspunt is op de involutie- 
kromme gelegen. Zoo hggen er 2 (p — i) (p — 2) punten 
der omhullende op de kegelsnede, m.a. w. de graad der 
invohitiekrommc is 

(p -■)(?- 4 

Dubbelraaklijnen kan de involutiekromme niet bezitten; 
daarvoor moesten in één groep minstens twee dubbelpunten 
voorkomen en dat is in het algemeen niet het geval. 

Nu is volgens een der formules van Plücker 

n = k(k— i)-2r— 3/3. 
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Voor de involutiekromme is gevonden 

j n = {p - i> (p - 2) 

I 1^ = P — I 

' T ^ o Bijgevolg ook (3 = o. 

De onmogelijkheid van buïgpunten blijkt bovendien meet- 
kundig. 

Voor het geslacht der omlnTllende is makkelijk te vinden 
g = 1/2 (p - 2) (p — 3), 

We zien uit het bovenstaande dat eerst een cubische 
involutie een eigenlijke involutiekromme bezit en wel een 
involutiekegelsnede. 

De I3 op de kegelsnede C2 is door de twee drietallen 
A,,A2, A3 en 61,62,63 volkomen bepaald, en de zes ver- 
bindingslijnen dezer beide drietallen raken nu aan een tweede 
kegelsnede k2. Gieten we dit resultaat in een bekenden 
vorm dan krijgen we: 

«Zijn twee driehoeken beschreven in zekere kegelsnede 
dan raken hunne zes zijden aan een nieuwe kegelsnede». 

Wij zien, dat er een heel stelsel van driehoeken bestaat 
die aan dezelfde voorwaarde voldoen. 

In 't algemeen is de omhullende der lp niet rationaal. 
Het geslacht kan verminderen, wanneer in één groep der 
involutie meer dan één dubbelpunt aanwezig is. Dan wordt 
het geslacht der involutiekromme voor elk meerder dubbnl- 
punt met één verlaagd. 

Een groep der lp bepaalt '/2 p (p — ^ i) raaklijnen aan de 
omhullende die door ^^ (p — i) (p-j- 2) raaklijnen bepaald is, 
zooals volgt uit hare klasse. En zoo zien we licht in dat 
de omhullende der verbindingshjnen van toegevoegde paren, 
o. a. door één volledige groep der lp en (p — i) geheel 
willekeurige puntenparen bepaald is, terwijl dan ook de 
involutie zelf bepaald zal zijn. 
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§ ^. Constructies. 

Zoodi'a op een kegelsnede twee paren Ai,A2 en B,,"!^ 
gegeven zijn, is een I2 bepaald, d. w. z. dat we dan alle 
paren kunnen vinden. Zoek slechts het snijpunt Af der 
lijnen Ai,A2 en Bj.Bz- ledere willekeurige lijn door jl/ zal 
dan een ander paar der involutie bevatten. Dit punt M is 
niets anders dan het reeds besprokene klassepunt der ont- 
aarde involutiekromme. 

De cubische involutie is door twee drietallen (A) en (B) 
bepaald. Hoe vinden we dan de overige drietallen? 

Daartoe nemen we op de kegelsnede het punt P willekeurig 
aan. De twee ontaarde kegelsneden (PAi, A2A3)en(PB,, 
B2 B3) bepalen de vier grondpunten P, Q, R, S van een 
bundeL Omdat nu één der basispunten nl. het punt P óp 
de kegelsnede is gelegen, zullen de exemplaren van den 
bundel eene I3 voortbrengen op de kegelsnede van uitgang. 
De ontaarde kegelsnede (Q S, P R) levert een 3e groep (C.) 

Is nu op de kegelsnede eene cubische involutie gegeven 
door de beide groepen (A) en (B) dan is het mogelijk het 
drietal te bepalen waarvan één punt C3 vooruit aangewezen is. 

De lijnen A2 A3 en Bj B3 bepalen het punt S. Trek nu 
C3 S dan snijdt deze lijn het punt I' in. De rechte Q Ai 
en P B] geven nu op B2 B3 en A2 A3 de plaats der basis- 
punten Q en R aan. Trek nog Q R en men vindt de punten 
Cl en C2 die met het vooraf bepaalde punt C3 ééne groep 
vormen. Geef C3 telkens anderen standen, dan zijn op deze 
wijs alle groepen der I3 te verkrijgen. 

Men kan ook uit deze constructie zien dat de Ij door één 
drietal (A) en twee paren B2, B3 en Ci.Q volkomen bepaald 
is. Immers deze bepalen het punt Q. De lijn Aj Q geeft 
't punt P. Het punt S wordt gevonden als het snijpunt van 
A2 A3 en B2 B3, terwijl A2 A3 door Ci C2 in het vierde basis- 
punt R wordt gesneden, waardoor de bundel weder bekend is. 

Voor de biquadratische involutie geldt ongeveer dezelfde 
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constructie. Stel gegeven de viertallen (A) en (B) van een I4 
op een kegelsnede. 

De ontaardingen (A, A2, A3A4) en (Bi B2, B3 B4) leveren 
vier snijpunten, die een bunde! kegelsneden bepalen. De 
derde ontaarding levert een derde viertaJ (C). Door her- 
haalde toepassing dezer constructie vinden wij zooveel groepen 
als wij willen. 



§ 6. Duale beschouwingen over involuties op 
een kegelsnede. 

In het platte vlak zijn punt en rechte duale begrippen. 

Zoo kan een stralenbundel, die uit 'n punt M een op een 
rechte gelegen quadratische involutie projecteert, als de duale 
omzetting dier I2 worden beschouwd. De stralenbundel met 
M als middelpunt is dan eene quadratische straleninvolutie. 
Zij zal twee dubbelstralen bezitten. 

Bestaat op een rechte een lp dan kunnen wij op dezelfde 
manier, door projectie uit een willekeurig centrum M, een 
straleninvolutie van den p^" graad verkrijgen, waarin nu 2 
(p — i) dubbelstralen aanwezig zijn. 

Hebben wij een schaar van kegelsneden d. w, z. alle kegel- 
sneden die aan vier vaste rechten raken, en trekken wij uit 
een willekeurig punt Af de raaklijnen aan de exemplaren 
van de schEiar, dan vormen die raakhjnen eene I2. 

In de schaar komen drie ontaardingen voor n.L de drie 
paar overstaande hoekpunten van de volledige vierzijde ge- 
vormd door de vier vaste rechten. Wij vinden hieruit de duale 
stelling van Desargues dat n.l, de drie paar overstaande 
hoekpunten van een volledige vierzijde, uit een willekeurig 
punt door drie paren eener zelfde straleninvolutie geprojec- 
teerd worden. 

Trekken wij in elk punt van een punteninvolutie I2, die 
geplaatst is op een kegelsnede, de raaklijn dan worden de 
raaklijnen der kegelsnede in de paren eener Ig gerangschikt. 
Dat de meetlïundige plaats der snijpunten van toegevoegde 
stralen in dit geval eene rechte lijn m is, volgt hieruit dat 
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op elke raaklijn slechts één punt dier meetkundige plaats is 
gelegen. Zijn van zoo'n straleninvolütie twee paren bekend, 
dan wordt door hunnen beide snijpunten de stand der lijn 
■m gevonden. Elke twee raakhjnen uit een punt van m 
vormen nu een paar der involutie. De dubbelstralen zijn de 
raaklijnen in de snijpunten van m met de kegelsnede. 

Op dezelfde wijze kunnen vrij ons de raaklijnen aan een 
Q gerangschikt denken in de groepen eener I3. De meet- 
kundige plaats der snijpunten van toegevoegde raaklijnen oi 
de zoogenaamde involutiekromme zal nu een kegelsnede zijn. 
Immers elke raaklijn wordt door twee toegevoegde gesneden. 
Wij krijgen zoo een stelsel driehoeken om de kegelsneden 
van uitgang beschreven, waarvan de hoekpunten liggen op 
een nieuwe kegelsnede. 

Wanneer nu in 't algemeen de raaklijnen aan een kegel- 
snede eene lp vormen, zal de involutiekromme F van den 
graad (p — 1} zijn. Bevindt zich nog eene involutie Iq op de 
kegelsnede dan heeft die eene involutiekromme F' van den 
graad (q — i). De beide involutiekrommen hebben (p — -1) 
{q— i) snijpunten m. a. w. de collocale r aaklij neninvoluties lp en 
Iq hebben (p— i) (q — i) gemeenschappelijke paren. 

De kegelsnede en T hebben 2 (p — i) snijpunten ontstaande 
uit de raakpunten der 2 (p — 1) dubbelstralen.. Elke dubbel- 
straal wordt door (p— 2) toegevoegde stralen gesneden, welke 
raaklijnen aan F zijn en tegelijk aan de kegelsnede. De 
kegelsnede en F hebben dus 2 (p — i) (p— 2) gemeenschap- 
pelijke raaklijnen. Het blijkt hieruit dat de klasse van F 
moet zijn (p^i) (p— 2). 

Dubbelpunten zal F niet hebben. 

Bovendien volgt uit k ^ n {n — i ) — 2 S — 3 z, waarin ^ ^ o 
dat ook K = o. 

Voor het geslacht van F geldt 

g = V2 (n — i) (n — 2) — ^ — K of 
g = 1/2 (p — 2) (p — 3) 

Het geslacht der involutiekromme is hetzelfde voor de 
punteninvolutie als voor de raaklijn eninvolutie. 
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Is ook duidelijk, want het geslacht is duaal in zich zelf. 

Een volledige groep raaJdijnen eener lp geeft '/2 p (p — i) 
punten van de involutiekromme. Deze laatste is van den 
graad (p — i) en zal da-halve door één voUedig-e en (p — i) 
willekeurige r aaklij nenpar en bepaald zijn. 

Twee groepen van p raaklijnen bepalen de involutiekromme 
r, omdat zij de lp bepalen. In elke groep zijn Vz p {p — i) 
punten van F gelegen, en in 't geheel zijn door twee groepen 
p (p — i) punten bepaald. Doch T is van den graad (p — i) 
en daarom door ^^ (p — i) (p-]-2) punten bepaald. 

Eisch nu 

p(p-l)>l/2(p-l)(p+2) 

of 

P^ — 3 P > - 2 

dan volgt dat zoodra p > 2 twee volledige groepen van 
raaklijnen meer punten der involutiekr ommen geven dan 
voor haren bepaling noodig zijn. 

Zoo is bij een raaklijnen I4 de involutie krommen I' van den 
derden graad. Twee groepen raaklijnen leveren 1 2 punten 
van r, die reeds door g punten bepaald is. En zoo zien wij 
dat de 12 hoekpunten van twee volledige vierzij den gevormd 
door raaklijnen aan één kegelsnede op een K3 liggen. 

Bovendien blijkt dat een I4 van raaklijnen aan een kegel- 
snede door drie drietallen is te bepalen. Want zij leveren 
ons g punten der involutiekromme, die daarmee bepaald is. 
De I4 is dan ook bepaald. 



§ 7. DK lp OP EEN WILLEKEURIG !■: RATIONALE 
VLAKKE KROMME. 

Behalve op eene kegelsnede kunnen wij de lp van een 
rechte overbrengen op iedere rationale kromme. Immers 
iedere kromme van het geslacht nul kan vertegenwoordigd 
worden door een puntenreeks op een rechte. Neem bijv. 
een cubische kromme met een dubbelpunt D dan zal de 
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stralenbundel met D als centrum de C3 punt voor punt 
projecteeren op een willekeurige rechte. 

Omgekeerd is nu de involutie lp van een rechte over te 
brengen op de kromme C3 door middel van den waaier D. 

Zoo ook bij een Q met drievoudig punt. 

Maar in 't algemeen zullen wij de Cn van geslacht nul 
moeten projecteeren door een bundel C„ _ , gaande door 
de V2 (n — i) {n^2) dubbelpunten der Cn en nog (n — 3) 
willekeurige punten. 

Ieder exemplaar van den bundel heeft nu één veranderlijk 
snijpunt met de C^. Door de raaklijnen aan de exemplaren 
van den bundel te trekken in één der basispunten, wordt de 
bundel vervangen door een waaier. 

De snijpunten van dezen waaier met een willekeurige rechte 
stemmen nu een aan een overeen met de punten der C^. 

Met het bepalen van de involutiekromme F der lp op een 
rationale C„ geplaatst, zal het niet zoo eenvoudig gaan, als 
toen de kegelsnede draagster was. 

Bij een I2, die zich op een C3 met een dubbelpunt D 
bevindt, is terstond op te merken, dat bij het punt D twee 
toegevoegde punten behooren; dat dus uit D twee raaklijnen 
aan de involutiekromme gaan, die dan een kegelsnede is. 

Is op diezelfde Cj eene I3 aanwezig, dan worden aan het 
dubbelpunt D vier punten toegevoegd en wordt de klasse 
der omhullende vier. 

Maar wanneer de C„ algemeenen wordt is van te voren 
over r niets te zeggen, wat graad of klasse aangaat. Alleen 
het geslacht zal hetzelfde zijn als we vroeger vonden, toen 
de lp op een kegelsnede werd beschouwd. 

Stel toch de lp gegeven op een rationale €„. Beeld de 
Cn met de lp er op, af op een kegelsnede. We zien dan op 
die kegelsnede eene involutie Jp ontstaan. Met de lijn Pj P2 
die twee toegevoegde punten der lp verbindt, zal nu over- 
eenkomen de lijnen P' P" die de overeenkomstige punten 
van de involutie Jp bevat. 

De raaklijnen der omhullende Y van lp stemmen een aan 
. een overeen met die der omhullende vaji Jp. De involutie- 
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i6 

kromme T van de involutie lp heeft in dit geval het zelfde 
geslacht als de omhullende der involutie Jp op de kegelsnede. 
Voor het geslacht van P geldt dus evenals vroeger 

g= 'h(p-2) (p-3). 

Tevens zal men hcht inzien dat het aantal dubbelpunten 

der Ij, ook geene verandering kan ondergaan en 2 {p — i) blijft 
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HOOFDSrUK II. 



§ I, De algebraïsche verwantschav. 

De verdere behandeling der involuties vereischt de kennis 
der verwantschapstheorie. Wij willen haar iti dit hoofdstuk 
ontwikkelen. 

Denken wij ons twee rechten en op elk een nulpunt, dan 
laten de punten van de ééne lijn zich door de abscis x en die 
van de andere zich door de abscis y aanwijzen. Beschouwen 
we nu de vergelijking 

Ar + Br--+ +Ry + T = o . . . (i) 

waarin 

[A = a„„„ x- + a„,..,„x— '4- +a„,„ 

B = a„,, „ _ , X"' 4- a„, ^ ,. ^ _ , x"" - ■ + -|- a„, „ _ , 

Deze vergelijking is van den graad n in y, terwijl de 
coëfficiënten fi\ncties van x zijn van den graad /«. 

Nemen we een punt X op de ééne lijn en substitueeren 
we de bijbehoorende abscis x in de vergelijking (i), zoo zien 
we dat al dé coëfficiënten A, B, . , . T bekend worden en 
dat wij voor de onbekende y uit die vergelijking n waarden 
kunnen berekenen. 

Wordt dus op de ééne lijn één punt X willekeurig aan- 
genomen, dan zijn daardoor n punten Y bepaald. 

Maar bij het willekeurig aangenomen punt Y zijn op 
dezelfde manier m punten X te vinden. 

De genoemde vergelijking legt een verband tusschen de 
punten X van een bepaalde rechte en de punten Y van een 
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andere rechte en wel zoodanig dat met één punt X overeen- 
komen n punten Y, en met één punt Y overeenkomen m 
punten X. Men zegt nu, dat tusschen de punten X en Y 
een verwantschap (m, n) bestaat, of ook dat de puntenstelsels 
(X) en (Y) in m — n — ledig verband staan. Ieder stelsel op 
zichzelf heet, wanneer het op een rechte of in 't algemeen 
op 'n rationalen drager wordt gevonden, een rationaal elemen- 
tenstelsel. 

Laten we de beide rechten, waarop we de stelsels {X) en 
en (Y) dachten, in één vlak vallen, dan is licht te begrijpen 
dat zij tegelijkertijd op een kegelsnede kunnen voorkomen. 
Daartoe kiezen we slechts een willekeurig punt M op een 
in het bedoelde vlak gelegen kegelsnede C^. Projecteer uit 
M de beide stelsels (X) en (Y), en de punten der C2 worden 
gerangschikt in dezelfde verwantschap (m, n). 

De beide rechten waarop we de puntenstelsels (X) en (Y) 
dachten, mogen we ook laten samenvallen. Maar dan hebben 
we aan één nulpunt genoeg. De veranderhjken x en y uit 
vergelijking (i) stellen in dit geval afstanden tot hetzelfde 
nulpunt voor, vandaar de mogelijkheid dat zij aan elkaar 
gelijk worden, en een punt X met zichzelf overeenkomt. 
Het is een punt X ^ Y dat tot beide stelsels behoort. Men 
noemt zoo'n punt gemeenschappelijk aan beide puntenstelsels 
een coïncidentie. 

Hun aantal is gemakkelijk te vinden. Schrijven wc de 
verwan tschaps vergelijking verkort 

t(x,y)=o 

dan vinden wij de bedoelde punten door x = y te stellen 
in die vergelijking, waardoor ze in x of in y van den graad 
(m -f n) wordt; m. a. w. «elke verwantschap (m, n) bezit (m + n) 
coïncidenties». 

Met één punt X komen n punten Y overeen. Vallen twee 
van deze n punten Y samen dan spreekt men van een 
dubhelpunt. Het punt X waarvoor twee bijbehoorende 
punten Y zijn samengevallen heet een vertakkingspunt. 
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Algebraïsch is hun aantal te vinden do<ir te vragen, hoeveel 
gelijke wortels y, heeft de vergelijking f {x, y} = o bij een 
bepaalde waarde van x? 

Men elimineere y nit f (x, y) = o en uit hare afgeleide 
naar y, en zal een vorm verkrijgen in x van den graad 2 m 
(n — i), hetgeen beteekent dac het stelsel X 2 m {n — i) ver- 
takkingselementen bezit of dat het stelsel Y 2 m (n — i) 
dubbelpunten vertoont. 

Men verkrijgt dit resultaat ook als volgt Willen we be- 
rekenen het aantal dubbelpunten van het stelsel X, dan 
zoeken we het verband dat er tusschen die punten X onder- 
ling bestaat. Met één punt X komen overeen n punten Y, 
en met ieder dier punten Y nog (m — i) andere punten X. 
Tusschen de punten X onderling bestaat dus eene verwant- 
schap met symbool 

[n(m-.,), n(m-t)] 

Zij bezit 2n(m — i) coïncidenties d. w, z. het stelsel X bezit 
2n(m— i) dubbelpunten en het stelsel Y evenveel vertak- 
kingspunten. 

Denken we nog steeds dat de stelsels (X) en (Y) op de 
zelfde rechte als drager voorkomen met het zelfde nulpunt, 
dan is het mogelijk dat bij een zeker punt X behoort een 
ander punt Y en dat hetzelfde punt X als een punt Y be- 
schouwd het eerste punt Y oplevert, dat dan nu een punt X 
moet heeten. Men kan immers elk punt A als een punt 
X en als een punt Y beschouwen. 

Bij zoo'n punt A behooren in 't algemeen twee verschil- 
lende punten; n.1. bij de opvatting A^X het punt Y' en 
bij de beschouwing A^Y het punt X'. Is nu X'^Y' 
dan heeft men een zoogenaamd involutorisch paar (X^Y, 
X'=Y'). 

Het snelst vindt men het aantal involutorische paren langs 
den algebraïschen weg uit de verwantschapsvergelijking: 
f (X, y) - o. 

We moeten d(; wortelparen hebben die bij verwisseling 
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der waarde van x en y blijven voldoen, dat zijn de waarden 
die voldoen aan 

f (x, y) ^ o èn aan f (y, x) = o. 

Beschouw deze vergelijkingen als voorstellende twee alge- 
braïsche krommen van den graad (m -|- n); die hebben (m + n)^ 
snijpunten. Alle wortels der vergelijking f (x, x) hooren er 
ook onder. Dat zijn er (m-f-n). 

Zij geven volgens vroeger de coïncidenties aan. De sub- 
stitutie X = o geeft slechts n waarden y. Derhalve liggen m 
punten in 't oneindige op de Y-as, voor de eene kromme en 
n punten op de Y-as in 't oneindige voor de andere kromme. 
Op de K-as vinden we daardoor m n snijpunten. Op de 
X-as evenzoo. We houden nu over 

(ni + n)2-{m + n)-2mn = m(m-i) + n(n-i) 
voor het aantal snijpunten dat wij bedoelen. Het aantal 
involutoriscke paren is nu de helft daarvan dus 

Va ;m (m — i) -|-n (n — i); 
daar elk wortelpaar verwisselbaar is. 

§ 2. Willen we het laatste resultaat langs anderen weg 
afleiden dan zouden we de verwantschap (m, n) tusschen de 
punten eener kegelsnede kunnen bestudeeren. We zagen 
reeds hoe zoo'n verwantschap op een kegelsnede ontstaan 
kan, en noemen de oneindig vele punten der kegelsnede 
wanneer ze in het ééne stelsel gedacht worden X, in het 
andere Y. We zullen het dus hebben over de verwantschap 
(X, Y) op eene kegelsnede. Het symbool dier betrekking is 
(m, n). Evenals bij de lp op een kegelsnede is ook hier te 
spreken van eene directiekromme, of omhullende van ver- 
bindingslijnen van toegevoegde punten; deze is uiterst be- 
langrijk. 

Bij een willekeurig punt A ^ X [d. w. z. het punt A in 
het stelsel (X) gedacht] behooren n punten Y, terwijl bij dat 
zelfde punt A^Y behooren m punten X, zoodat in 't geheel 
aan elk willekeurig punt der kegelsnede (m -|- n) punten 
toegevoegd zijn, of anders door elk willekeurig punt der 
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kegelsnede gaan (m-|-n) raakl^nen aan de directiekrommc F. 
De klasse van T is bijgevolg {m -\- n) 

Zoodra we er in slagen het aantal snijpunten van F met 
de kegelsnede te bepalen, is de graad van de omhullende F 
bekend. 

Stellen we ons even zoo'n snijpunt P voor, dan is het 
duidelijk dat uit dat punt P twee samengevallen raaklijnen 
aan de directiekromme moeten gaan, want F zal immers óp 
die directiekromme liggen. 

Het punt P is een vertakkingspunt wanneer van de toe- 
gevoegde punten er hoee samenvallen bijv. P'^P". Maar 
dan vallen de raaklijnen PP' en PP", die uit P vertrekken 
tian F, ook samen, wat met zich meebrengt dat zoo'n punt 
P óp F ligt. Derhalve liggen alle vertakkingspunten der 
(m, n) op F. Dat zijn er uit de beide stelsels (X) en (Y) 
samen 2 m {n — 1) -f- 2 n (m — i). 

Ze Uggen vanzelf op de kegelsnede en wij zien dat de directie- 
kromme F en de kegelsnede bezitten 2 m {n — i) -f- 2 n (ra — i) 
snijpunten. 

Dit zijn nog niet alle snijpunten. Het is denkbaar dat 
een punt X samenvalt met een der toegevoegde punten Y. 
Buiten het bedoelde punt X^Y liggen dan (m — i) punten 
X en (n — i) punten Y. Men kan daarom uit dat punt 
(m + n — 2) raaklijnen aan F trekken. We vonden echter 
voor de klasse van F het getal {m -j- n), zoodat blijkt dat 
de lijn die de samengevallen punten X en Y verbindt voor 
iwec raaklijnen geldt. Die lijn is tevens raaklijn aan de 
kegelsnede in het punt X^Y. Het blijkt ons hieruit dat 
de kegelsnede en F elkaai" in zoo'n punt X^Y aanraken. 
We hadden intusschen ook evengoed over een coïncidentie 
X^Y kunnen spreken. Want dan hebben we zoo'n punt 
X dat met één der toegevoegde punten Y samenvalt De 
directiekromme F en de kegelsnede hebben dan ook even- 
veel aanrakingspunten als er coïncidenties der (m, n} bestaan, 
dus (m -|- n). Zij vertegenwoordigen natuurlijk dubbel zoo- 
veel snijpunten. Het totale aantal snijpunten tusschen de 
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direcliekromme F en de kegelsnede is nu 2m(n — i)-f-2n 
(m — i) -|- 2 (m -|- n) = 4 m n. De orde van F is aizoo ^:= 2 m ti. 

De omhullende F zal bovendien een aantal dubbelraaklynen 
bezitten. 

Hun aantal zullen we berekenen uit het aantal involuio- 
rische paren der (m, n), waai" het ons eigenlijk om te doen was. 

Herinneren we ons weder de oneindig vele punten der 
kegelsnede, vertegenwoordigende twee puntenstelsels (X) en 
(Y) in m ^ n-ledig verband en projecteeren wij ze uit- twee 
geheel willekeurige centra A en B, door de stralenbundels 
(x) en (y). Dat er nu tusschen die waaiers (x) en (y) ook 
eene (m, n) bestaat, spreekt vanzelf, en door dualistische om- 
zetting van het voorafgaande volgt dat de meetkundige 
plaats der snijpunten S van toegevoegde stralen de graad 
(m 4- ") moet hebben. Trouwens, men ziet het evengoed 
rechtstreeks. De beide stralenbundels (x) en (y) teekenen 
op een willekeurige rechte een puntenstelsel of met symbool 
(m, n), of met (m -\- n) coïncidenties. En dat zijn alle punten 
S, hetgeen beteekent dat de graad der meetkundige plaats 
van S is (m -]- n). 

Gemakkelijk zien we ook in dat de meetkundige plaats 
van S in het centrum A een /«-voudig en In centrum B 
een w-voudig punt zal hebben. 

Projecteeren we nu op de ander mogelijke manier, d. w. z. 
het stelsel (X) uit B en het stelsel (Y) uit A, door de stralen- 
bundels (x') en (y') dan ontstaat een andere meetkundige 
plaats van punten S' die weer een kromme van den graad 
{m -j- n) is, maar nu met een «-voudig punt in A en een 
)w-voudig punt in B. 

De krommen (S) en (S') hebben in 't algemeen (m -j- n)^ 
snijpunten. Hoe zijn die te verantwoorden? Terstond zien 
wij .er n m in het centrum A en evenveel in centrum B. 
Buiten A en B, d. w. z. ergens anders, dus nog {m^ -|- xs?) 
snijpunten. 

Denken we ons eens zoo'n snijpunt S ^ S'. De eenvoudigste 
voorstelUng van het ontstaan van zoo'n punt S^S' is 
dan dat het stralenpaar x, y met het stralenpaar x', y' 
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^3 
samenvalt, d. w. z. x^x' en y^y'. Dan moet viinzelf 
S^S'. Doch x^x' en y^y' is onmogelijk zooals een 
figum- ons doet zien. Is dan x^y' en y^x' mogelijk? 
Zeer goed. We hoeven slechts te letten op een coincidentie 
X^Y. Projecteeren zoo'n punt X^Y uit A dan blijkt 
X ^ y' ; projectie uit B geeft evenzoo. x' ^ y. Er zijn (m -\- n) 
coïncidenties, waardoor {m-]-n) snijpunten S^S' gevonden 
zijn. Nu schieten er nog m (m — i) + n ( n — i over. 

Om deze te verklaren gaan wij den invloed van een 
involutorisch paar na. 

Zij X^Y en X'^Y' zoo'n puntcnpaar. Wat gebeurt 
er nu bij projectie uit A en B, alsook andersom? Dan vi-ordt 

AX = AY = x = y' AY' = AX'=y' = x 

B Y' = B X' = x' ~ y B X = B Y = x' ^ y 

waaruit volgt dat hot snijpunt (x, y)^(x', y') en het snijpunt 
(x,y)^(x',y') beide één punt S leveren. 

Een involutorisch paar geeft derhalve tot twee punten S 
aanleiding, waaruit we dan ten slotte zien, dat het over- 
schietende aantal snijpunten nl. m (m — ^ i) -^ n (n — i) kan 
verklaard worden door de aanwezigheid van '/2m(m^ — i)-|- 
V2n{n — i) involuTorische pai'en. 

De twee samenvallende verbindingsUjnen der punten X^ 
Y en X'^Y' vormen blijkbaar een dv.bbelraaklyn van f. 

De directiekrommen F der verwantschap (m, n) is nu van 
klasse (ra-|-n), va,n graad 2mn, en bezit '/2 im(m — i) ^- 
n (n — i) I dubbelraaklijnen. 

De duale beschouwing gehouden over eene (m, n) tusschen 
raaklijnen aan eene kegelsnede kan nu opleveren eene 
direcUekromme (dat is de meetkundige plaats van snijpunten 
van toegevoegde raaklijnen) waarvan de graad (m + n) en 
de klasse 2 m n is, voorzien van 

V2|m(m-i) + n(n-,)| 
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§ 3' De involutorische of symmetrische 
v krw antsch ap. 

De a1g"emcene vergelijking der (m,n) was 
f (x, y) = o 
in X van den /;/^" in y van den n"" graad. Zij bezit 1/2 
;ni(m — i)-)-n(n^ — i) | involutorische paren. In het geval 
dat m^n, zijn er in(m — i) involutorische paren. Vinden 
we er meer, dan beteekent dat, dat de krommen (S) en (S') 
der voorgaande paragraaf die nu van den graad 2 m worden, 
meer dan ^va"^ snijpunten bezitten, m. a. w. dat de krommen 
(S) en (S') samenvallen. Elk punt S is dus ook een punt S'. 
Daarvoor moeten alle paren der verwantschap (X, Y) tnvolti- 
torische zijn, vandaar dat men spreekt van eene involutorische 
verwantschap. Ze heet ook wel eene jTjiwOTe^mcAc verwant- 
schap. Want zoodra de vergelijking f (x, y) ^ o symmetrisch 
is, [waarvoor m = n moet zijn en de coëfficiënten zoodanig dat 
door de verwisseHng van x en y de vergelijking niet ver- 
andert], zijn alle paren dier verwantschap involutorisch. 

Met het punt P^X komen dan m punten Y^Q over- 
een, terwijl met hetzelfde punt P^Y dezelfde m punten 
Q ^ X overeenstemmen, wat het kenmerk van involutorische 
paren is. 

We beschouwen als voorbeeld een involutorische verwant- 
schap (2, 2) afgebeeld op een kegelsnede C^. Zij de kegel- 
snede D^ de directiekromme. We kiezen op C^ het wille- 
keurige punt X en trekken uit X twee raakhjnen aan D^, 
waardoor op C^ de punten Yi en Y2 worden ingesneden. 
Uit het punt Yi^X' gaan dan twee raaklijnen aan D^ 
die de punten X^Y/ en Y2' insnijden op C^. Was Y2 ^ 
Y2', dan hadden we een cubische involutie, waarin de punten 
X,Yi,Y2, een gesloten groep vormen. 

Immers de groep X, Yi,Y2, bepaalt drie raaklijnen. Kies 
nog twee raaklijnen Pi,?^ enPi,P3. De drietallen X,Yi,Y2 
en Pi.P2,P3 bepalen een cubische involutie. De involutie- 
kegelsnede dezer cubische involutie heeft vijf raakhjnen 
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gemeen met D^, en is dus identiek met D^. De involutïes 
zijn dan ook identiek. 

Gemakkelijk is uit het bovenstaande af te leiden dat een 
cubische involutie bepaald is door een drietal en twee paren. 
Zij Ai,A2, A3, het gegeven drietal; Bi,B2 en Q.Ca de beide 
paren. 

Elk dezer punten is toegevoegd aan twee andere; behoort 
dus tot eene {2, 2). Van de directiekegelsnede dezer (2, 2) 
zijn vijf raaklijnen gegeven, die tevens raaklijnen van de 
involutiekegelsnede zijn. De twee bedoelde kegelsnede vallen 
samen en derhalve zijn de involutïes weder identiek. Wij 
vonden het laatste in 't vorige hoofdstuk langs anderen weg. 

De symmetrische verwantschap (m, n) zal (m + m) = 2 m 
coïncidenties bezitten, dat zijn punten die met hun toegevoegde 
samenvallen. 

Zijn aan het punt X de m punten X' toegevoegd en vallen 
van deze laatste punten er twee samen, dan hebben we een 
dubbelpunt X', met het punt X als vertakkingselement. Het 
aantal van beide is 2 m (m — i). 



§ 4. COLLOCALE STELSELS. 

Men kan zich op een zelfde kegelsnede voorstellen eene 
verwantschap (m, n) tegelijk aanwezig met eene involutie lp. 

Zij hebben directiekrommen van klasse (m + n) en (p — i). 
Het aantal gemeenschappelijke raaklijnen dier beide krommen 
is derhalve (m + n) (p — i). Anders gezegd: 

«Eene verwantschap (m, n) en eene lp die coUocaal zijn 
hebben steeds (m-|-n) (p — 1) gemeenschappelijke paren>. 

Een symmetrisch elementenstelsel (m, n) heeft eene directie- 
kromme van klasse m. Is zoo'n stelsel coUocaal met eene 
lp op een kegelsnede dan zullen er blijkbaar m (p - i) ge- 
meenschappelijke paren zijn. 

Twee stelsels {m, n) en (m', n') hebben (m-j-n) (m'-j-n') 
gemeenschappelijke paren en twee symmetrische stelsels 
(m, m) en (m', m') zullen mm' gemeenschappelijke paren b e- 



y Google 



26 

zitten, wanneer zij tegelijk op een zelfde kegelsnede aan- 
wezig zijn. 

Twee verwantschappen beide met symbool (m, n) moeten 
(m + n)^ paren gemeen hebben, en 

Twee symmetrische stelsels beide van graad m, moeten 
m^ paren geineen hebben wanneer zij collocaal zijn. 

Worden de besprokene stelsels door projectie overgebracht 
op andere rationale dragers dan zuUen de genoemde stellingen 
blijven gelden. 

De verkregene resultaten zijn ook algebraïsch te verkrij- 
gen uit de meermalen gebruikte ver wantschaps ver gelijking 
f(x,y) = o. 



§ 5. INVOLUTIES VAN HOOGEREN RANG. 

Volgens de gegevene bepaling van involutie moest elke 
groep van p elementen, door één dier elementen onverschillig 
welk, bepaald worden. 

We spraken dan over eene involutie van den p*" graad; 
we hadden er bij kunnen voegen «en van den eersten rang, 
want er bestaan ook involuties van hoogeren rang. 

«Onder eene involutie van den p^" graad en den ^" rang 
verstaat men een elementenstelsel bestaande uit groepen van 
/ elementen, waar elke groep door k willekeurige elementen 
bepaald is.» 

Het symbool voor zoo'n stelsel is I^. Voor de lp is nu 
k^=i, vandaar dat we dan over eene involutie van den 
eersten rang zouden kunnen praten. 

Dergelijke puntenstelsels laten zich gemakkelijk denken. 
Eene vlakke cubische kromme wordt door alle rechten uit 
het vlak, gesneden volgens de groepen eener involutie van 
den derden graad en den tweeden rang, I'. 

Alle vlakken der ruimte snijden een rationale ruimte- 
kromme Rp volgens de groepen eener involutie van den 
pf" graad en den derden rang, T^. 

De studie dezer hoogere involuties wordt eenigszins inge- 
wikkelder. 
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Door k geheel willekeurige elementen wordt een groep 
van p elementen bepaald. Natuurlijk k-<|p. Neem nu eens 

(k— i) elementen ei,e2 et-i willekeurig aan dan 

is nog slechts één ander willekeurig punt noodig om een 
groep van / punten te bepalen, als wij het tenminste over 
eene ^M«/«minvolutie hebben. Denk verder de gekozen (k — i) 
punten als vast, dan bhjkt dat de veranderlijke punten eene 
Ip-k + i vormen van den eersten rang. 

Deze involutie Ip_k + i bezit 2 (p — k) dubbelpunten, d. w. z. 

wanneer men (It — 1) punten ei,e2 Ck-, willekeurig 

kiest zijn er 2 (p — -k) groepen waarin die punten ei, 62 ek_, 

voorkomen en waarin bovendien een dubbelpunt aanwezig 
is. Toch hoeft zoo'n dubbelpunt niet steeds buiten de (k — i) 
punten e te vallen, want elk dier punten zal in een bijzonder 
geval dubbelpunt kimnen worden. Men mag immers elk 
der punten e als dubbelpunt beschouwen en dan is telkens 
een groep van p punten bepaald. 

We nemen nu het aantal vaste punten één minder; we 

denken bijv. de punten e(,e2 ^y-i als vaste punten. 

Zoodra het punt et_, er willekeurig bij gekozen wordt, zijn 
er 2 (p — k) groepen bepaald met een dubbelpunt D, zooals 
boven bleek. Een willekeurig dubbelpunt D zal echter met 
de (k — 2) punten e een heele groep van p punten vastleggen, 
of één punt D bepaalt (p — k) punten et _ i. We zien tusschen 
de punten D en de punten eii_, eene verwantschap ontstaan 
van den vorm 

(p-k), j(p -k);. 

Zij bezit volgens vroeger 3 (p — k) dubbelelementen; zoo 
vaak valt een punt D met een punt e^-, samen. 

De samenvaUing van een punt D met een punt ei;_i doet 
een drievoudig punt ontstaan, m. a. w. (k — 2) willekeurig ge- 
kozen elementen zullen in 3 (p ^ — k) groepen met een drie- 
voudig element voorkomen. Weder zal elk dier (k — 2) vaste 
elementen als drievoudig mogen aangenomen worden, waar- 
door telkens een groep van p punten bepaald is. 

Zijn er (k — 3) punten ei, e2 Ct-j vast, dan zal één 
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willekeurig punt Ct _; voldofmde zijn om 3 (p — k) groepen 
met een drievoudig punt /\ te bepalen, en wordt bij die 
(k — 3) punten e een punt /\ gevoegd, dan is een heele 
groep bepaald of wel zijn dan (p — k) punten eij_j aange- 
wezen. Tusschen de punten /\ en Ck-s bestaat daarom eene 
verwantschap met symbool 

l(p-k), 3(p-k)|. 

De 4 (p — k) dubbelelementen dezer verwantschap zijn 
4 (p — k) viervoudige punten der involutie, en het blijkt hieitiit 
dat (k — 3) geheel willekeurig gekozen elementen in 4 (p — k) 
groepen met een viervoudig element voorkomen. Ellc der 
(1' — 3) vaste punten e is ook als viervoudig element op te 
vatten, waardoor telkens een groep van p elementen be- 
paald is. 

Het algemeene resultaat is uit het besprokene af te leiden. 
Worden n.(. (k — 1) willekeurige elementen vastgehouden 
dan komen die in (I-j- i) [p — k) groepen tegehjk met een 
{1-|- i)-voudig element voor. Voor het grensgeval 1 ^ k — i 
zien we dat ieder punt e der involutie I'' in k (p — -k) groepen 
met een k-voudig element voorkomt Een k-voudig element 
bepaalt echter een heele groep van p punten dus nog (p — k) 
punten e. De verwantschap tusschen de punten e en de 
k-voudige punten der I'' moet derhalve voorgesteld worden door 

:(p -k), k(p-k)i. 

Zij geeft (k + 1) (p- k) punten der involutie Ij; aan die 
(k-f- i)-voudig zijn. 

In elke involutie van den p^" graad en den k''-" rang is 
het aantal der (k+ i)-voudige elementen 
(k+i) (p-k). 

Men kan steeds k punten geheel naar wlUekeurig kiezen, 
steeds zal een groep van p punten bepaald zijn. Zoo kan 
men ze ook laten samenvallen twee, drie, enz. tot k toe. 
Elk punt als .è-voudig element opgevat zal ook een groep 
van p punten bepalen. Valt nu een der toegevoegde punten 
met 't -É-voudige samen dan ontstaat een (k -\- i)-voudig punt. 

Hun aantal is nu gevonden. 
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§ 6. In een P zal iedere groep van p elementen door 
twee geheel willekeurig gekozen elementen bepaald zijn. 
Doch het komt voor dat twee elementen ej en 62 geen 
groep bepalen. Het eenvoudigste is dat we weten de beide 
elementen ej en 62 komen voor in twee groepen. Dan moeten 
zij noodzakelijk in alle groepen der I^ thuis behooren. 

Stel toch de P algebraïsch voor door de vergelijking: 

fo + A, f, + A2 f2 - o 
waarin de functies f van den p^" graad in de veranderlijke 
X zijn. Zijn nu twee elementen ei en 62 bekend dan weten 
we de bijbehoorende waarden x, en X2, die gesubstitueerd 
in de genoemde vergelijking, twee van die vergelijkingen 
doen ontstaan, zoodat uit dat tweetal de beide parameters 
A| en A2 oplosbaar worden. 

Zet nu in de bovenstaande vergelijking de gevonden 
waarden van Ai en Xi, dan heeft men ééne vergelijking van 
den ƒ'" graad In de veranderlijke x. De / wortels dezer 
vergelijking bepalen nu de p elementen eener groep, waar- 
onder ook de gegevene e, en e2. Zoo vinden we dan de 
groep van p elementen zoodra er twee gegeven zijn. Ook 
kan hieruit bhjken dat het geheel onverschillig is, van welke 
twee elementen men oorspronkelijk uitging. 

Maar in geval nu de functies fo en fj twee groepen voor- 
stellen, die beide het paar ei 62 bevatten, zullen zij een 
factor (^ bevatten van den hoeeden graad in x. De verge- 
lijking (p =: o levert dan de elementen ei en e^ op. 

Handelt men als boven door de beide wortels van <^ = o 
in de vergelijking der V te substitueeren dan ontstaan twee 
vergelijkingen 

X2 f"' ^ o en Aa f,- = o. 

De eenige oplossing is A2 ^ o, zoodat de groep die ei en 
62 bevat gevonden moet worden uit de vergelijking 

fo + A, f, — O. 

De parameter X\ is echter onbepaald; liij kan alle waarden 
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hebben en wij zien daaruit dat wanneer twee elementen 
61,62 in twee groepen voorkomen, zij in de oneindig vele 
groepen voorkomen, voorgesteld door de laatste vergelijking. 
Zoo'n paar noemt men een neutraal elementen paar. 

Een makkelijk voorbeeld geeft eenecubischevlakkckromme 
met een lus. 

De rechten van het vlak teekenen er eene I' op af. De 
raakljjnen in den knoop geven het neutrale puntenpaar zooals 
blijkt bij projectie op, eene rechte. 

Hoc groot is nu het aantal neutrale elementen paren 
eener I^? 

Houden we het element ej vast dan zijn de overige ele- 
menten in een Ip_i gerangschikt. Evenzoo wanneer we een 
geheel willekeurig element ^ vasthouden; dan houden we 
eene Jp _ , over. Dit zagen we vroeger. Die beide involuties 
Ip_i en jp_, hebben (p— -2)^ paren gemeen, waaronder be- 
grepen zijn aUe paren gevormd uit de (p — 2) elementen, 
die met ej en ^ een groep vormen. Deze (p — 2) elementen 
vertegeriwoordigen '/2 (p^ 2) (p — 3) gemeenschappelijke paren, 
en zoo schieten er (p - .)> - (E^iHElZl) = kv-AkV'A 

1.2. I. 2. 

over, die met e,, in de ééne, met 62 in de andere groep 
voorkomen. 

De T^ bezit dus — — — - neutrale elementparen. 

Bij eene IJ komen op dezelfde manier neutrale drietallen 
voor. Wordt het willekeurig gekozen element e, vastge- 
houden dan blijft eene P _ ^ over, met V2 (p — 2) (p — 3) neu- 
trale paren, terwijl elk neutraal paar met het vaste punt Ci 
een neutraal drietal oplevert. We vinden hieruit dat elk 
element der Pin '/2 (p — 2)(p — 3) neutrale drietallen optreedt- 

Gaan wij over tot eene \\ en houden wij twee elementen 
6] en e2 vast dan schiet er eene I', over met V2(p^3) 
(p ■ — 4) neutrale paren, die met Oj en 62 evenveel neutrale 
viertallen vormen. 

Twee willekeurige elementen cencr I' komen in '/a (p — 3} 
(p — 4) neutrale viertallen voor. 
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Het algf^meene resultaat zal icijn dat (k — 2) willekeurig 
fekozcn elementen eener P in 



neutrale k-voudige groepen voorkomen. 

In een P mag men steeds i elementen geheel willekeurig 
kiezen, en men kan ze daarom aan k voorwaarden laten 
voldoen. Men kan vragen naar het aantal groepen met A 
dubbelelementen. Bij eene P dus naar het aantal groepen 
met twee dubbel elementen. We hebben afgeleid dat elk 
element ej eener 1= in 2 (p — 2) groepen met een dubbel- 
element D voorkomt. In zoo'n groep zijn dan aan het ele- 
ment ei nog {p ^ 3) dergelijke elementen e toegevoegd. 
Voeg nu twee elementen e-, en e aan elkaar toe wanneer 
ze met D in één groep liggen. Zij vormen dan een sym- 
metrisch elementen stelsel met kenmerkend getal 2 (p — 2) 
(p — 3). Dit stelsel bezit 4 (p — 2) (p — 3) dubbelelementen 
D', die dus naast het dubbelpunt D in een zelfde groep 
voorkomen. Van D' uitgaande vindt men ook het dubbel- 
element D. Derhalve zijn er 2 (p — 2) p — 3) groepen in 
eene I^, die elk twee dubbelelementen bevatten. 

Hoeveel groepen met drie dubbelelementen zijn er nu bij 
eene !■'? We houden weer één element ei vast, dan vormen 
de overige eene 1= _ ^ die 2 (p — 3) (p — 4) groepen met twee 
dubbelelementen bezit. In zoo'n groep zijn nog (p — 5) 
elementen e; tusschen de elementen ei en e bestaat blijk- 
baar eene symmetrische overeenkomst van den graad 2 (p — 3) 
(P — 4) (P — 5). welke 4 (P — 3) (p — 4) (p — 5) dubbelelemen- 
ten heeft. Zij komen echter drie aan drie in één groep voor. 

Derhalve bezit eene I-i 



groepen met drie dubbelelem enten. 
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Voor eene I-^ is geheel analoog te vïndcti dat er 
^M P — 4) (P — 5 ) ( P — 6 ) (P — 7) 



groepen met vier dubbelpunten zijn. 
Voor eene P vindt men dat er 



Mp-k)(p-k-i). 



groepen met k dubbelpunten zijn. 



§ 7. COLLOCALE INVOLUTIES VAN HOOGEREN RANG. 

Op eenzelfden drager stellen wij ons voor eene I' en eene 
I', en wij willen onderzoeken hoeveel groepen van drie 
elementen die twee involutïes gemeen hebben. 

Een element p van de involutie P bepaalt nog (p — i) 
andere elementen p'\ elk dezer elementen p' bepaalt met 
het eerste element p eene groep der I^. Er zijn nu (p — 2) 
elementen p en (q — 2) elementen q over. Valt 'n element 
p mot een element q samen dan zijn de drie elementen p, 
p' en p^q aan de beide involuties gemeen, We zoeken 
dus het verband bestaande tusschen de bedoelde elementen 
p en q. 

Een element p bepaalt {p — i) elementen der I', welke 
'/s (p — i)(p — 2) paren (p, p') vertegenwoordigen, terwijl elk 
paar (q — 2) elementen q aanwijst, 

Een element q vasthoudende, vormen de overige elementen 
eene I',. die met de I' gemeen heeft (p-^ i) (q — ^ 2) paren. 
Elk paar bepaalt (p — 2) elementen p. 

De verwantschap der elementen p en q is volgens het 
bovenstaande 

[>/2(p-,)(p-2)(q-2). (p-i)(p-2)(q-2)] 

Zij heeft 3/2 (p — i)(p — 2}(q — z) dubbelementen; zooveel 
gemeenschappelijke drietallen moeten er nu zijn. Maar zoo'n 
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drietal (p, p',p") staat gelijk met drie paren en daarom is 
het aantal gemeenschappelijke drietallen der I' en I^ 

Het aantal viertallen elementen dat cene involutie I' en 
eene involutie P gemeen hebben, vindt men op een soort- 
gelijke wijze. Kies drie elementen p, p' en p" der I' uit 
één groep, dan bepalen zij (p — 3) elementen p der I' en 
(q — 3) elementen q der P, en wij hebben slechts het aantal 
gevallen p^q te bepalen. 

Een punt p bepaalt (p — i) punten p die i?"---^-'? — -.'-'P.TZ^' 
drietallen kunnen vormen; en elk drietal wijst (q — ■ 3) punten 
q aan. 

Een punt q bepaalt eene 1' ^, die met de lp volgens boven 
gemeen heeft 

(P-i!£---J(q -3) drietallen, 

terwijl door elk zoo'n drietal (p — 3) punten p ?;ijo aange- 
wezen. Uit het gezegde ziet men licht in dat tusschen d*; 
elementen p en q de overeenkomst 

bestaai, die liEl^i p- 'XP-j l (,._,, 



dubbelementen bezit. Zooveel gemecnschappelijlvC viertallen 
moeten er dan ook zijn. 

Maar één viertal staat gelijk met vier drietallen, vandaai- 
dat het aantal gemeenschappelijke viertallen eener lp en eener 

Ij ten slotte is 
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De behandelde gevallen geven ons het recht om in het 

algemeen te beweren dat het aantal groepen van (k-|-i) 

elementen, gemeenschappelijk aan een involutie I' en aan 

eene involutie P voorgesteld zal worden door 

(p-.)(P-^ L- 'P:,; J^(q-k) f') 

Op soortgelijke wijze vindt men als oplossing van de meest 

algemeene vraag, dat eene involutie I^' en eene involutie I^ 

(p-k-)(p-k'-,) (p-k'-k+ L) , 



X 



X 

(q-k)(q-k~.) (q^k'-k+i) 



groepen van (k -j- k') elementen gemeen hebben. Alleen de 
berekening is meer omslachtig. (*) 



De I' OP EEN CUBISCHE VLAKKE KROMME 
MET EEN LUS. 



Als eenvoudige toepassing van de voorgaande a 
beschouwingen over involuties van hoogeren rang, zullen 
wij behandelen de involutie van den derden graad en tweeden 
rang, welke op een cubische kromme met een dubbelpunt 
wordt ingesneden door alle rechten uit het vlak. 

Een I' bezit V2 (p — i)(p — 2) neuti-ale paren en bijgevolg 
bezit de I' slechts één neutraal puntenpaar, dat blijkbaar in 
het dubbelpunt D is te vinden, want iedere rechte door het 
punt D geeft een drietal der involutie terwijl steeds twee 
punten in D vallen. Het paar D^^D^^D behoort dus in 
oneindig vele groepen thuis. 

Wij nemen in het vlak een willekeurige rechte /en projec- 
teeren op die rechte l de involutie en wel uit het dubbel- 
punt D. Op / ontstaat dan mede eene J^ als afbeelding van 
de involutie op de cubische kromme. Door middel van een 

1 dit resultaat G. K, Nctgteren, 
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moet de laatste vergelijking een wortel x = o bezitten, wat 
eischt dat a3=o. Voor de twee andere drievoudige punten 
houden wij de vierkantsvergelijlting 

ao x2 + 3 ai X + 3 aa = o over. 

Ilarc discriininant is D' ^ — 3(4303^ — 3 a|). 

De voorafgaande vierkantsvergelijking der neutrale punten 
heeft tot discriminant D ^ a^ (4 ao a^ — 3 aj) en zoo zien wij 
dat D en D' steeds van teeken verschillen. 

Is D^o dan wil dat meetkundig zeggen, er bestaan twee 
reëele neutrale punten. Het gevolg is dat dan D'<;o en 
dat er twee buigpunten imaginair moeten zijn. Anders ge- 
zegd: heeft de cubische kromme twee reëele dubbelpunts- 
raaklijnen dan bezit zij slechts één bestaanbaar buigpunt. 

Is echter T)<Co en bezit de C3 alzoo een geïsoleerd punt 
dan is D'^o d. w. z. alle buigpunten zijn reëel. 

Zijn D en D' beide nul dan vallen de twee neutrale punten 
samen; zij vormen een neutraal dubbelpunt der J= . Dan 
vallen ook twee buigpunten samen en wel in het keei-punt 
dat de C3 alsdan bezit Hebben wij een cubische kromme 
met een knoop dan kunnen wij de drager / der involutie J' 
of de zoogenaamde beeldrechte evenwijdig aan een dubbel- 
puntsraaklijn nemen en het nulpunt N daar kiezen waar de 
andere dubbelpuntsr aaklijn de beeldrechte snijdt, waardoor 
wij de vergelijking der J' kunnen vereenvoudigen. De al- 
gemeene vergelijking was 

,ao X| Xa X3 -|- a, S x, x.j -|- a^ S x, -|- aj = o. 
De neutrale punten moeten nu door Xj ^ o en x^ = CO 
gegeven worden. Voor deze beide substituties moeten wij 
dus X3 ^= -- vinden. Wij zetten de laatste vergelijking in 
den \orm 

h'"+»'G+")+i;i'"+h""+^(|+')-i'l!-°- 

Stellen wij nu ^ ~ dan komt er 
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op / gelegen nulpunt N mogen wij de v er wantschaps ver- 
gelijking der I^ schrijven in den vorm 

aflX|X2X3J-ai(xiX2 + X2X3+XiX3) + a2{xi+Xa + X3) + a3=o 
waarin de veranderlijke x de abscia van een punt der lijn/ 
ten opzichte van N voorstelt. 

Het blijkt dadelijk dat wanneer men twee punten kent, 
daardoor een derde punt bepaald is. 

Voor X3 is te vinden 



X3 - 



ag(x|- 



ao x, X2 + ai (x, + Xa) + aa 
In geval nu 

ao X, Xa + a, (xi + Xj) + a;. = o | 
a, xi Xa -j- aa (x, -|- Xj) -j- aj = o ( 
wordt 

X3 = — v.n dus onbepaald terwijl men vindt 

ai a3 a= — ^ ^3 -i- a, a^ 

Xi Xa = ^ X| 4- Xa = — — ■ — - — 

aoHa - a^ a^ a^ — 3? 

De twee onbekenden Xi en X2 kunnen nu gevonden 
worden uit de vierkantsvergelijking : 

(ao ag — aj) x^ -|- (a,, a3 — ai a^) x + (a, aj — a^ = o. 

Hieruit vinden wij twee punten die met elk willekeurig 
punt des dragers / een drietal der J^ vormen. Het is het 
neutrale paar. Zij worden geprojecteerd door de raaklijnen 
in het dubbelpunt D. 

In een F is het aantal (k -(- i)-voudige elementen (k-|- O 
(p — k), zoodat de I^ drie drievoudige elementen zal bezitten. 
Om ze te vinden stellen wij in de verwan tschaps ver gelijking 
Xi^X2 = X3; zij wordt dan: 

ao x3 -f- 3 aj x2 + 3 a^ X + a3 = o. 

De diie wortels geven de drievoudige punten aan. [-lieruit 
blijkt dat de C3 drie buigpunten zal bezitten. 

Steeds is één der drie wortels reëel en wij mogen het 
bestaanbare drievoudige punt als nulpunt N aannemen. Dan 
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a, X3 + aü = o. 

X3 =: — — derhalve a, = ag == o. 
ai 

De vereenvoudigde gedaante van de venvantscliapsvor- 
gelijkin^ der J' is nu 

Xi X3 X3 ^ constante. 

Hoeft in een ander geval de C3 drie reëele buigpunten 
B en een geïsoleerd punt I dan kunnen wij de beeldrechte 
/ evenwijdig aan de lijn I Bj nemen en het nulpunt daar 
waai' IBs de beeldrechte snijdt. 

De vergelijking der drievoudige punten der J^ was 
a<, x3 + 3 ai x2 -|- 3 as X -|- aj = o, 

Flieraan moeten nu x = o en x ^ CO voldoen wat slechts 
gaat wanneer ao = a3 ^ o. De vergelijking der J^ vereen- 
voudigt zich in dit geval tot den vorm 

Xi Xa + X2 X3 + X3 Xi = k (xi + xa 4- X3). 

Is ten slotte de C3 voorzien van een keerpunt K en één 
reëel buigpunt B dan kieze men de beeldrechte / evenwijdig 
aan de lijn KB en het nulpunt in het neutrale dubbelpunt 
der involutie. Voor Xj =: X2 ^^ o moet nu xj onbepaald 
worden, hetgeen vereischt dat ag = 83 = o. Omdat verder 
aan de vergehjking der drievoudige punten x = CO moet 
voldoen, volgt a^ ^ o, en wordt de vergelijking der J^ ge- 
condenseerd tot 

X, x.^ - 1- xg X3 \ X3 X, = o. 
De drievoudige punten worden gevonden uit x^ = o 
d. w. z. dat twee buigpunten in het keerpunt liggen. 
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HOOFDSTUK III. 



^ :. De involutie T,, op een willekeurige kationali.: 
vlakke krommic. 

Aan het eind van het eerste hoofdstuk is gebleken, dat 
de punten cener rationale vlakke liromme C„ in de groepen 
eener involutie lp kunnen gerangschikt worden, en dat van 
de involutiekromme V {of de omhullende van de verbindings- 
lijnen van toegevoegde punten der lp) het geslacht onver- 
anderd bleef V2 (p— 2) (p — 3) en ook het aantal dubbel- 
punten der lp te weten 2 (p — i). We moeten nu de klasse 
en den graad van T gaan bepalen. 

We kiezen een punt M buiten de Cn tot centrum van een 
waaier. De stralen van dezen waaier M bepalen op de 
Cn een zoogenaamde centi^ale involutie I„. Wordt vervol- 
gens de kromme C„ punt voor punt afgebeeld op eene ke- 
gelsoede C2 dan vinden wij op die kegelsnedc de twee 
invohities Jp en Jn. Zij hebben involutiekr ommen van de 
klasse (p^ 1) en (n — i). Die krommen bezitten dus (p — i) 
(n — i) gemeenschappelijke raaklijnen hetgeen wil zeggen 
dat de Jp en de Jn op de kegelsnede (p— i) (n — i) ge- 
meenschappelijke paren hebben. 

Maar dan moeten de lp en de !„, die op de kromme 
Cn voorkwamen, ook (p — i) (n— i) gemeenschappelijke 
paren bezitten, d.w.z. uit het willekeurige punt M gaan 
(p — i) (n^i) raaklijnen aan de involutiekromme F; hare 
klasse is derhalve bepaald door 

k' = (p-i) (n-i). 

Het zelfde resultaat is te verkrijgen, door het punt M óp 
de kromme Cn te kiezen. Dan gaan uit M^Pi (p — i) 
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raaklijncn van T. iil. MPj, MP3, MTp. De involutie 

door den waaier (M) op de kromme €„ te voorschijn ge- 
roepen, is nu eene !„ — 1, die met de gegeven lp zal gemeen 
hebben (n — 2) {p — i) paren. 

Bijgevolg gaan door het punt M(p — i) -|-(n — 2)(p— 1)^=^ 
(p — i)(n^i) raaklij'nen aan F of evenals bovon 

k'=.(p- ■)("-.). 

De rationale vlakkt^ Itromme Cn bezit het maximum aantal 
dubbelpunten. We weten dus 

j=. fc („_,)(„_ j)e„k = n(n-.,)- 2 J_ 2 („-,). 

De kromme C„ en de omhullende F moeten diensvolgens 
2 (p — 1} (n— 1)2 gemeenschappelijke raaklijnen bezitten. 

Hoe is het ontstaan dier raaklijnen te verklaren? Uit 
drie verschillende oorzaken. 

In de eerste plaats geeft een dubbelpunt D der lp een 
raakhjn in D aan de kromme Cn, die tevens raaklijn aan 
F is, omdat zij de twee samengevallen toegevoegde punten 
D verbindt. Zoo ontstaan 2 (p^i) gemeenschappelijke 
raaklijnen, want er zijn 2 (p — i) dubbelpunten in de lp. 

In de tweede plaats hebben we te letten op de punten 
S, die door de verbindingslijnen van toegevoegde punten 
op de kromme C„ worden ingesneden. Zoo geeft de lijn 
Pi P2 (Pi Sïi ^2 zijn toegevoegde punten der lp) natuurlijk 
(n — ^2) snijpunten S met C„. VaUen nu twee van die pun- 
ten samen dan is de lijn Pj P2 raaklijn aan de kromme 
C„ in dat coïncidentiepunt S en ze is reeds raaklijn aan F 
omdat ze twee toegevoegde punten Pj en P2 der involutie 
lp verbindt; dus hebben we zoo een gemeenschappelijke 
raaklijn van €„ en F gevonden. Hoe groot is nu dat 
aantal dubbelpunten S? 

Daarvoor beschouwen we de verwantschap, die tusschen 
de punten S onderling bestaat; wij noemen twee punten S 
en S' aan elkaar toegevoegd, zoodra hunne verbindingslijn 
aan F raakt. 

Door een punt S gaan (p— i) (n — 2) raaklijnen aan F, 
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terwijl iedere raaldijn (11^3) punten S' draagt. Bij één 
punt S behooren derhalve (p — i) (n — 2) (n — 3) punten 
S' en omgekeerd bij een punt S' evenveel punten S. De 
symmetrische verwantschap (S, S') heeft zoodoende tot ken- 
merkend getal (p^i) {n — 2) (n^3), zoodat wij voor het 
gezochte aantal dubbelpunten S^S' vinden 
2 (p-.)(n^2) (n-3). 

Hieruit ontstaan nu evenveel gemeenschappelijke raaklijnen 
van r en €„. 

In de derde plaats moet gelet worden op de verwantschap 
tusschen de punten P en S, die op een zelfde verbindingslijn 
Pi P2 liggen. Immers, doet zich dit geval voor P2 ^ S, 
dan moeten de krommen C^ en F elkaar in zoo'n piint 
Pa^S aanraken en de gemeenschappelijke raaklijn in het 
raakpunt der krommen is dan voor twee te tellen. Bij een 
punt P behooren (p — i) (n — 2) punten S, omdat P met 
(p — i) toegevoegde punten kan worden verbonden en op 
ieder van die verbindingslijnen (n — 2) punten S te vinden zijn. 

Door een punt S gaan (p — i) (n — 2) raaklijnen aan £, 
die elk twee punten P bevatten. Wij zien hieruit, dat de 
vei^wantschap tusschen de ]3untcn 1' en S tot ,s\-mboc)l zal 
hebben 

;2(p--.)(n-j),(p-,)(n-4i 

Deze overeenkomst bezit 3 (p — i) (n — 2) coincidenties, 

die evenveel raakpunten van F en Cn doen ontstaan. Het 

liierLiit voortkomende aantal gemeenschappelijke raaklijnen is 

6 (p-i) („->). 

Tellen wij de drie gevonden fiantallen op dan komt er 

2^p-I) + 2(p-I)(n-2)(n-3) + 6{p-l}{n-2) = 
= 2{p— i)(n— 1)2 

en Iiiermcc zijn alle gemeenschappelijke raaklijnen van T 
en C^ verklaard. 

De involutiekromme F zal ook een aantal dubbelraaklijnen 
bezitten. Een dubbelraaklijn ontstaat, wanneer de reclite 
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PP' nog een ander paai' Q, Q' der involutie lp bevat. De 
Hjn P P' snijdt de kromme Cn lïog in (n — 2) punten S. 
Aan zoo'n punt S^Q is in lp b.v. toegevoegd het punt Q'. 
Wij voegen nu aan elkaar toe het punt Q' en de (n — 3) 
punten S' die op de rechte Q P P' zijn gelegen. Aan het 
punt Q' zijn door de involutie (p — i) punten Q toegevoegd, 
teru-ijl uit elk punt Q....(n — 2)(p— i) raaklijnen aan T 
gaan; op elk dier raaklijnen liggen (n — 3) punten S'. 

Tusschen de punten Q' en S' bestaat derhalve een sym- 
metrische verwantschap met kenmerkend getal (n — 2) (n — 3} 
(p — 1)2 Zij bezit dubbel zooveel coïncidenties Q'^S'. 
Is echter Q'^S' dan hebben wij een dubbelraaklijn, waarop 
telkens vier coïncidenties tegelijk liggen. Wij zien hieruit, 
dat het aantal dubbelraaklijn en T'2 van F moet zijn 

/2 = >/2(n-2)(n-3)(p-i)^. 

Eenvoudiger vindt men het aantal r'2 door op te merken, 
dat een dubbelraaklijn ontstaat, wanneer de lp en het stelsel 
(S, S') een gemeenscliappelijk paar hebben. Zij zijn op 
te vatten als twee symmeti^ische verwantschappen van de 
graden {p — i) en (p — i)(n — 2)(n — 3). Zooais bekendis, 
hebben die (p — i)2(n — 2)(n — 3) gemeenschappelijke paren, 
waaruit blijkt 

Zijn P, P', P", toegevoegde punten der I,,, dan zijn de 
lijnen PP' en PP" raaklijnen aan F. 

De lijn PP' bevat nog (n — 2) punten S. We voegen 
de pimten S en P" aan elkaar toe en beschouwen de over- 
eenkomst (P",S}. Door elk punt S gaan (p — i)(n — 2) 
raaklijnen aan F, die elk een paar PP' leveren, waar aan 
telkens (p — 2) pimten P" door de involutie zijn toegevoegd. 
Dus aan elk punt S zijn {p— i)(p — 2](n — 2) punten P" 
toegevoegd. 

Uit P" gaan (p — 1) raaklijnen, die elk een punt P leve- 
ren en elk punt P bepaalt (p — 2) raaklijnen, dus (p — 2) 
(o — 2) punten S. Maar nu heb ik elke raaklijn tweemaal 
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geteld. Derhalve zijn aan elk punt P" toegevoegd V2 (p — i) 
(p — 2)(n — 2) punten S. Het blijkt uit het bovenstaande, 
dat de verwantschap (P",S) % (p — i)(p — 2) (n — 2) coïnci- 
denties moet hebben. Wordt echter P"^S, dan liggen op 
de lijn P, P', S, drie punten der involutie lp nl. P, P' en 
P"^S. Die hjn is dan een drievoudige raaklijn aan F. 
De drie punten P,P' en P" op zoo'n drievoudige raaklijn 
gelegen zijn allen als een coïncidentie der vei-wantschap 
(P", S) op te vatten. 

Het aantal drievoudige raaklijncn r'a van de involutie 
kromme F is daarom 

r', = V2(p-,)(p-2)(„-2). 



§ 2. De involutie lp op een willekeurige 

RATIONALE VLAKKE KROMME. 

Door een der formules van PlüCker vinden wij nu voor 
den graad n' van F 

n'_k'(k'-i)-2r"2 --6r',, (,3 = o.) 

"■-(n -■)(?- i(np-n-p)- 
-(n -,)(„-3)(p^,)2-.-3(„_j)(p.-,)(p 2) 

n'=(p-i)(»n + p-6). 
Voor het geslacht g' van F geldt dan 

g'=.V2(k'-i)(k'-2)-r' /^/, + 3rV 

g' = V2 (n p — n — p) (n p — n — p — I ) — 

— V2(n — 2)(p— i)(np~n 3). 

g'=i/2(p2— 5P+6). 

g' = '/2(p— 2)(p— 3}. 

Wij zien hieruit dat het geslacht nul is voor p ^ 2 of 

p ^ 3 d. w, z. voor de quadratische en de cubische involutie. 

De involutie I kan punt voor punt afgebeeld worden op een 

willekeurige kegelsnede C2, waarop wij dan eene J krijgen. 

De omhullende Po van deze laatste involutie moet hetzelfde 
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geslacht hebben als de omhullende F van I , Blijkbaar is 
de omhullende van de (p — O" klasse en dan is het ge- 
slacht van Po 

go = '/3(p— 2)(p— 3) 
virant in het algemeen heeft Fo geen dubbelraaklijnen. 
Nu geldt algemeen voor het geslacht van F 

g'=l/2(k'-l)(k'-2)^/-/3' 

of omdat steeds go ^ g' is, 

■/!(p-2)(p-3)-'fal(ll-l)(p->)'- 

-3(n-.)(p-.) + j;-r'-(3'. 

2(r' + 3') = (ii-i)(p-i)^-3(n-i)(p-i)+2- 
-(p-2)(p-3). 

of .(r' + ,3') = (p-i)(n-2)(np-n-* 

Doch wij vonden boven 

27' = (p— i)(n- 2)(np -n-3). 

Hiermee is het bewijs geleverd, dat /3' ^ o is, hetgeen wij 
steeds ais meetkundig duidelijk aannamen. 

Wij hebben in het voorgaande den graad n' van de in- 
volutiekromme F langs indirecten weg bepaald. Wilden wij 
dien graad n' rechtsti'eeks bepalen dan zouden wij het aantal 
snijpunten van C^ en F kunnen zoeken. 

Snijpunten van C^ en F ontstaan in de vertakkingspun- 
ten der I . Immers uit het punt P, gaan de raaklijnen 

Pi Pa, Pi F aan F. Vallen nu bijv. de punten P4 en P5 

samen dan vallen ook de raaklijnen Pj P4 en Pj P5 uit Pi 
aan F getrokken samen, met het gevolg dat het vertakkings- 
punt P] op F terecht komt Het aantal snijpunten van C,, 
en F op deze wijze ontstaan is 2 (p — i)(p — 2), overeen- 
stemmende met het aantal vertakkingselementen der I . 

Uit de vorige paragraaf is gebleken dat de kromme C^ 
en de omhullende V elkaar in 3 (p — i)(n — 2)punten aan- 
raken. Daardoor zijn 6 (p — i)(n — 2) snijpunten verantwoord. 
Maar het geheele aantal snijpunten laat zich op deze manier 
niet makkelijk bepalen. 
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§ 3' De involuïie I^, dek kaaklijnen aan een 
rationale vlakke kromme. 

Zij gegeven de involutïe lp tusscheii de raaklijnen eener 
vlakke rationale kromme Cn. Zoo'n lp kan bijv. ontstaan 
door in de punten eener punteninvolutie van den pi:" gi-aad 
de raalïlijnen te trekken. 

Een groep van p toegevoegde raaklijnen bepaalt een aantal 
snijpunten, die ik ^ zal noemen, en wij gaan nu de meetkundige 
plaats zoeken van de snijpunten .9 der toegevoegde raaklijnen. 

De graad n' dier kromme S is eenvoudig te vinden. Wij 
vragen slechts hoeveel snijpunten van toegevoegde raaklijnen 
op een willekeurige rechte / gelegen zijn. De rEiaklijnen 
uit de punten van / aan de kromme €„ getrokken vormen 
eene It, wanneer k de klasse van Cn voorstelt Wij zoeken 
nu het aantal paren dat de involutie Ii^ gemeen heeft met de lp. 

Om dit aantal te vinden beelden wij de Cn en daarmee 
de lp en de It af op eene kegelsnede. 

Voor de raaklijneninvolutie Jp aan de kegelsnede is de 
involutiekromme (S') van den graad (p — i). De involutie J, 
aan de kegelsnede heeft eene involutiekromme van den 
graad {k — i). De involutiekrommen van Jp cn J^ hebben 
zoodoende (p — i){k — i) snijpunten, d. w. z. Jj, en Jt hebben 
(p — i)(k — i) gemeenschappelijke paren. De lp en Ik aan 
de Cn hebben bijgevolg evenveel gemeenschappelijke paren, 
waarmee bewezen is dat er op elke willekeurige lijn /, (p — i) 
(k — i)punten ^9 voorkomen. De graad n' van de involutie- 
kromme (S) blijkt alzoo te zijn 

n' = {p-. )(!<-■> 

We gaan verder met de bepaling van het aantal dubbel- 
piinten ^'2 van de involutiekromme (S). Beschouwen wij 
de toegevoegde sh-alen p en p' die elkaar snijden in het 
punt S. Uit S gaan dan nog (k — 2) raaklijnen t aan de 
kromme Cn. Noemen wij één dezer raaklijnen t ^ q dan is 
daaraan toegevoegd de raaklijn q', en q met q' bepalen het 
snijpunt .S". Buiten de raaklijn t^q gaan door ,9 nog 
(k — 3) raaklijnen t' en deze alle voeg ik toe aan de raak- 
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lijn q', en beschouw de verwantschap (f, q'). Aan de raak- 
lijn q' zijn toegevoegd (p— i)' raaklijnen q en op elke 
raaklijn q liggen (k — a) (p — i)punten^. Bovendien gaan 
door elk punt ^ (k — 3) raaklijnen t', zoodat ten slotte aan 
elke raaklijn q' zijn toegevoegd (p — i)^ (k — 2) (k — 3) 
raaklijnen t'. De overeenkomst (t', q') is blijkbaar symmetiisch 
en zij zal dientengevolge 2 (p — i)2{k^ 2)(k — 3) coïnci- 
denties moeten bezitten. Het gevolg van het voorkomen 
eener coïncidentie q'^t' is dat het punt S' met het punt 
S samenvalt. Er ontstaat dan een dubbelpunt S^S' der 
involutiekromme. Door het dubbelpunt S^S' loopen nu 
de vier lijnen q^t, q'^t', p en p'. Maar het is duidelijk 
dat p en p' ook twee coïncidenties p^t', zullen vertegen- 
woordigen. Het met de coïncidenties q' ^ t' overeenstem- 
mende aantal dubbelpvinten S^S' is daarom 

y, = .;2(p-i)»(i<-2)(k-3). 

Om het aantal drievoudige punten te bepalen, dat de 
involutiekromme bezit, redeneeren wij op de volgende manier. 
Een drievoudig punt zal ontstaan wanneer drie aan elkaar toe- 
gevoegde raaklijnen bijv. p, p' en p" door één punt ^ gaan. 
Dan is dat punt ^natuurlijk drievoudig. We letten op de ver- 
wantschap tusschen de raaklijnen t en p". De raaklijnen p 
en p' bepalen het snijpunt S en de (k — 2) andere raaklijnen 
uit S aan de kromme Cn noem ik t. Valt z5o'n raaklijn t 
met een raaklijn p" samen dan gaan drie toegevoegde 
raakUjnen p, p' en p" door één punt .5', dat dan drievoudig 
wordt Een raaklijn / bepaalt (p— i)(k — 1) punten S, 
maar wij moeten de (p — i) punten S door de toegevoegde 
raaklijnen van t op t ingesneden niet hebben. Bij één raak- 
lijn t behooren derhalve (p — ^i)(k — ^2) punten S, terwijl 
elk punt S (p — 2) raaklijnen p" aangeeft. Bij één raaltlijn 
t behooren dus (p— i)(p — 2)(k — 2) raaklijnen p". 

Door één raaklijn p" zijn (p — i) toegevoegde raaklijnen/ 
bepaald, die Vz(p — i)(p — 2) punten S aangeven, terwijl 
elk punt S nog {k — 2) raaklijnen (f beijaalt. Bijéén raakhjn 
^vinden wij zoodoende V2 (p— i)(p — 2)(k^ 2) raaklijnen p". 
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De overeenkomst (t,p") bezit nu 3/2(p — i}(p — 3)(k — 2) 
coïncidenties. Gaan echter de drie raaklijnen p, p' en p" 
door één punt S dan is S drievoudig, maar er moet op gelet 
worden dat nu ellt der drie raaldijnen p, p' en p" een 
coïncidentie p"^t voorstelt Vandaar dat het aantal drie- 
voudige punten der involutiekromme (S) is 

J'3='/2(p-.)(p-2)(k-j). 

Om de klasse k' van de involutiekromme (S) te bepalen, 
gebruiken we de formule van PlüCKER 

k' ^n'(n' — i) — li' ■/! = 

In ons gevai is n' = (p— i)(k — i), en J' = ^'2 + 3 ^'3, 
want om de formule toe te passen, moeten eerst aUe drievou- 
dige punten tot dubbelpunten herleid worden. 
Wij vinden daardoor 

k' = (p-,)(2k + P -6). 
Hot bestaan van keerpunten is in 't algemeen onmogelijk. 



§ 4. De involutie I2 op een rationale vlakke C3. 

Een cubische kromme C3 met een dubbelpunt in D nemen 
wij als draagster eener involutie l2. Om de I2 te krijgen 
mogen wij twee paren Ai, Ag en Bi, B2 willekeurig op C3 
aannemen. Hierdoor is de involutie I2 volkomen bepaald. 

Wat is de involutiekromme F? De kïasso van F is 

k' = (p-,)(n->) = 2- 

Zoodat r eene kegelsnede moet zijn. 

De cubische kromme C3 en de omhullende r2 hebben 
6 snijpunten. De raaklijn Ai A2 snijdt de C3 nog in een 
punt P^B2. Uit P^B2 gaat nu nog de raaklijn B2Bi 
aan de omhullende r2- Wanneer nu de lijn Ai A2 de cubische 
kromme raakt in het punt A2, zal P^B2^A2 worden en 
moet ook Ai^Bj worden, d, w. z. de twee raaklijnen, die 
in 't algemeen uit het punt P aan Vi gaan, zijn hier samen- 
gevallen, en we kunnen zeggen dat zij elkaar toch nog in 
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P^Bg^ Aa snijden. Zoo zien wij dat het punt V^eff Lij^ Aj 
óp de omliullende r2 valt, en dat r2 de lijn AjAj in het 
punt A2 zal aanraken. 

Zoo'n punt P^A2 is eene coïncidentie van de verwant- 
schap (A, P). Deze bezit het symbool (1,2) zoodat er drie 
coïncidenties bestaan. 

[Uit een punt A| gaat n. 1, slechts ééne raaklijn Ai A2die 
ook slechts één punt P op de C3 insnijdt. En uit een wille- 
keurig punt der C3 dat ik als een punt P kan beschouwen 
gaat maar eene raaklijn van de soort P Ai A2. Bij één punt F 
behooren dus twee punten A. De andere raaklijn uit P 
verkrijgt men door P als een punt der I2 te beschouwen. 
Uit F ^ B| gaat dan nog de raaklijn F B2, doch die bedoelen 
wij niet.] 

De drie coïncidenties wijzen er op dat de cubische 
kromme C3 en de involutiekromme Fa elkaar in drie punten 
raken. Hierdoor zijn de 6 snijpunten van C3 en Fa te verklaren. 
De omhullende F2 is dus een driemaal-rakende kegelsnede. 

De C3 is van de vierde klasse en Fa van de tweede. 
Hunne acht gemeenschappelijke raaklijnen zijn nu gemakkelijk 
te verklaren, De drie raakpunten van C3 en r2 leveren er 
zes en de beide dubbelpunten der I2 geven er nog twee bij. 



§ 5. Y)v. ixvoLurii': T3 op eene raïionale vi.akkk C3. 

Twee willekeurige drietallen Ai,A2, A3 en 61,62,63 op 
een kromme C3 met een knoop D bepalen een involutie I3. 
Volgens onze gevonden resultaten heeft de involutie lp op 
eene kromme €„ eene omhullende F waarvan de klasse 
k'={p — i}fn — i)en de graad n' = {p — i)(2n-|-p — 6). 

Voor ons geval is p = 3,0 = 3, en vinden wij 
k' = 4, n' = 6, -'3 = 1. 

De r echts ti'eeksche afleiding van dit resultaat is echter 
belangi'ijk. 

Uit het dubbelpunt D gaan vier raaldijnen aan F d. w. z. 
de klasse van F is k' ^= 4. Zoodoende bezitten C^ en F* 
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16 gemeenschappelijke raaklijnen. Hun ontstaan is als volgt 
te verklaren. De involutie I3 bezit 2 (p — i)=^4 dubbel- 
punten, waaiinee vier gemeenschappelijke raaklijnen ver- 
klaard zijn. Snijdt de lijn Ai A2 de cubische kromme in 
een punt P dan zien wij gemakkelijk in dat de verwant- 
schap (A, P) tot symbool heeft (4, 2). [Want uit het punt A( 
gaan de twee raaklijnen A, A2 en A] A3 die elk één punt P 
aanwijzen, terwijl uit een punt der C3, als een punt P op- 
gevat, vier raakhjnen aan F kunnen getrokken worden, doch 
siechtü twee van de soort PQ C2; de andere twee verbinden 
P^Bi met zijn beide toegevoegde punten B2 en 3^. Bij 
één punt A behooren dus twee punten P en bij één punt P 
vier punten A,] Deze overeenkomst (4, 2) heeft 6 coïncidenties, 
waaruit blijkt, dat de krommen C* en T* elkaar in 6 punten 
R aanraken; hierdoor ontstaan 12 gemeenschappelijke raak- 
lijnen. We hebben dus de 16 gemeenschappelijke raak- 
lijnen verklaard. 

De involutiekromme T bezit èèn drievoudige raaklijn. Zij 
ontstaat uit de lineaire groep die de I3 bezit. Immers, zoo- 
dra de drie toegevoegde punten Pi.Pa. P3 collineair d.w. z. 
op ééne rechte hggen, is die rechte P| Pa P3 eene drie- 
voudige raaklijn der' omhullende F. 

We moeten echter nog laten zien dat de I3 zoo'n lineaire 
groep bezit. 

We kunnen het zien uit de verwantschap bestaande tus- 
schen het punt A3 en het snijpunt P van de lijn Aj Aa 
met de cubische. Dat is eene (1,2) met drie coïncidenties 
die ééne drievoudige raaklijn bevatten. 

Maar eigenaardig is een andere afleiding. We hadden 
de involutie T3 bepaald door de beide drietallen Ai.Aa, A3 
en Bi.Bj, B3. Nemen we nu het punt P geheel willekeurig 
op C3 aan dan kunnen wij ons denken de kegelsneden 

(A, A2 A3 D P) = a en (B, B^ B3 D P) = f3. 

Klaarblijkelijk hebben de kegelsneden i& en /3 nog twee 
snijpunten Q en R buiten de C3. 
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De bundel kegelsneden bepaald door de vier grondpunten 
D, P, Q, R snijdt C3 in de groepen eener cubische involutie J3 
[immers één punt Xj op de C3 aangenomen is voldoende 
om een exemplaar van den bundel aan te wijzen, en die 
kegelsnede snijdt dan nog de twee punten X2 en X3 op 
C3 in]. Doch lïien ziet dat de involutie J3 ook de twee 
groepen (A) en (B) bevat en derhalve dezelfde involutie is 
als de I3 van uitgang. We namen het punt P geheel naar 
wiUekeuT op de Q aan. Het blijkt hieruit dat elke cubische 
involutie I3 op een cubische kromme door oneindig veel 
bundels van kegelsneden kan worden ingesneden. In den 
bunde! DPQR komt voor de ontaarding (DP.QR). Het 
deel Q R moet nu drie punten P der C3 bevatten. Die drie 
punten Pj P2 P3 vormen het eenige lineaire drietal dat de 
I3 bevat en de lijn Pi P2 P3 is de gezochte drievoudige 
raaklijn der omhullende F- 

Ten slotte is er nog een derde manier om het bestaan 
van een lineaii'e groep Pj P2 P3 bij elke I3 op een C3 aan te 
toonen. Alle rechten uit het vlak nl. snijden de C3 volgens 
een 1= en deze heeft met de bestaande I3 steeds één drietal 
gemeen, zooals uit het vorige hoofdstuk bekend is. En dat 
is dan de lineaire groep P der cubische involutie I3. 

Langs algebraischen weg laat zich ook gemakkelijk aan- 
toonen dat eene I3 en eene 1= steeds één drietal gemeen 
hebben. We zagen dat de I^ voor te steUen is door de 
vergelijking 

ao X, Xa X3 4- a, (x, x^ + Xa X3 + Xi X3) + aa (x, + ^a -j- X3) + 
+ a3=o...fi). 

Zie vorig hoofdstuk. Op soortgehjke wijze laat zich nu de 
cubische involutie door twee vergelijkingen van den^elfden 
vorm vertegenwoordigen 

bo X, Xa X3 + bi (x, x^ -[- Xa X3 + Xj x,) + j 

+ ba (x, + Xa + X3) -|- b3 = o I , , 

CqXi X2X3 + C, (X, X2 + X2X3 -|-X3Xi)+ l 

+ Cs (x, 4- Xa + X3) -f C3 = o I 
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Deze beide vergelijkingen zijn lineair in Xj Xj en (xj -|- X2) 
zoodra het punt xj gegeven is; dan kan men uit die twee 
vergelijkingen het product Xj X2 en de som (xi ■\- X2) op- 
lossen. Daarna kan men eene vierkantver gelijking samen- 
stellen waarvan xj en X2 de wortels moeten worden. Uit 
die vierkantsvergelijking vindt men dan X| en X2 in functie 
van X3. Bij één punt X3 worden dus nog twee punten Xi 
en X2 gevonden, d, w. z. de beide vergelijkingen (2) stellen 
eene cubische involutie voor, 

Willen wij nu het gemeenschappelijke drietal van de I3 
en de I32 hebben, dan zoeken wij slechts de waarden xj,X2 
en X3 die aan de drie bovengenoemde vergelijkingen tegelijk 
voldoen. Het zijn drie trilineaire ver gehj kingen. Maar nemen 
wij nu X] X2 X3, 2 Xi X2 en Y. x, als onbekenden aan dan worden 
het lineaire vergelijkingen waaruit die onbekenden Xj X2 X3, 
SxiX2 en S xi zijn op te lossen. Met deze drie waarden 
kan men nu eene vergelijking van den derden graad samen- 
steüen, welker wortels de waarden van x, X2 en X3 bepalen. 
Dit is dan het gezochte diietal dat de I3 en de I32 steeds 
gemeen hebben. 

Ter bepahng van den graad n' van F* gaan wij het 
aantal snijpunten van C3 met F zoeken. 

De 6 genoemde raakpunten R van C3 en F^ geven 12 
snijpunten. Verder zal, wanneer A2^A3 is, de raaklijn 
Al A2 met de raaklijn Ai A3 samenvallen, waardoor het 
punt Al op F komt De vier dubbelpunten der I3 doen 
zoo vier snijpunten ontstaan. Bovendien vormen de raak- 
lijnen van de soort F Xi X2, P Yi Y2 eene quadratische invo- 
lutie, met twee dubbelstralen zoodat hiermee nog twee 
snijpunten worden verklaard. In 't geheel zijn er nu lö, 
waaruit voortvloeit dat de involutiekromme F van den ö"^" 
graad is r|. 

Hetzelfde volgt uit 

n'=k'(k'— 1)— 3r' 
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§ 6. De involutie I2 op een kromme van de 

VIERDE ORDE MET DRIEVOUDIG PUNT, {*) 

Een kromme van de vierde orde met een drievoudig 
punt O, is van het geslacht nul en kan ons derhalve dienen 
als draagster eener quadratische involutie I2. 

De involutiekromme F is van de derde klasse. 

Wij nemen het punt S' van C4 willekeurig, en letten op 
de kegeisnedenbundels bepaald door de basispunten 
(0,S',P,,P2) en (0,S',QuQ2). 

Die bundels doen nog twee andere quadratische involuties 
op de C4 ontstaan, die een paar S" S'" gemeen hebben. 
Wij hebben dus de conische gi-oepen 

fO,S',S",S"\PuP2} en fO,S',S",S-"',Q,,Q2] 
waaruit bhjkt dat een bundel kegelsneden met de gi-ond- 
punten (0,S', S", S'"} eene involutie I2 insnijdt, die de pai-en 
P] P2 en Qi Q2 bevat. Doch dan is zij noodzakelijk de 
involutie van uitgang, want eene involutie I2 is door twee 
paren volkomen bepaald. Bedenkende dat het punt S' vol- 
komen willekeurig werd gekozen, mogen wij zeggen, dat 
iedere quadratische involutie I2 op een C4 met drievoudig 
punt door oneindig veel kegeisnedenbundels kan worden 
ingesneden, terwijl, de veranderlijke basispunten S eene 
cubische involutie I3 vormen. 

Wij noemen de involutie (S) toegevoegd aan de quadra- 
tische. Van de ontaardingen van den bundel (O, S', S", S'") 
leveren de drie deelen O S'. O S" en O S'" geen paren der I2. 

Alleen de rechten S'S", S"S"' en S'S'" geven paren 
der I2. Wij hebben hier drie paren der I3 die met drie 
paren der I2 op ééne rechte liggen. 

Steeds hgt elk paar der quadratische involutie op een 
rechte met een paar der toegevoegde. Immers beschouw 
het paar Ai,A2 der quadi-aüsche involutie en laat de ver- 
bindingslijn Al A2 de C4 nog in de beide punten T'T" 

*j Zie: Tan DE Vries, VersL K. A. v. W., Amsteidam I Mei 1901. 
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52 
ontmoeten. Dan moet blijken, dat T'T" een paar der toe- 
gevoegde I3 veitegenwoordigL Hiertoe kiezen we ergens 
een ander paar Bi,B2 der I2 en merken op dat de vijf 
punten O, Bi,B2,T', T" een kegelsnede bepalen, die nog een 
achtste snijpunt T'" met de C4 heeft. We kunnen nu zeg- 
gen dat door de vier punten O, T, T', T" twee kegelsneden 
gaan nl. (O, 7", 7"", 7""Bi,B2) en de ontaarde kegelsnede 
(O T'", T' ï") waarvan de eerste het paar Bi, B2, de tweede 
het paar Ai,A2 der I2 insnijdt; de bundel kegelsneden be- 
paald door de vier gi^ondpunten O, T',T",T"', doet derhalve 
op de gegeven Q de aanwezige quadratische involutie ont- 
staan en hiermee is bewezen dat de punten T'T" toege- 
voegde punten der «toegevoegde» zijn. 

De verbindingslijnen Ai,A2 van de paren der quadra- 
tische involutie l2 zijn de raakhjnen der omhullende F^; en 
tegelijkertijd zijn het de verbindingslijnen van toegevoegde 
punten T', T" der cubische involutie en dus raaklijnen van 
de involutieltromme behoorende bij de I3; zoodat de beide 
toegevoegde involuties I2 en I3 de zelfde involutiekromme F' 
hebben. Door deze kenmerkende eigenschap zijn wij in 
staat, de verdere bijzonderheden van F^ op andere wijze te 
verkrijgen, dan in het algemeene geval eener lp. Voor de 
omhullende F der I2 geldt 

k'==(p- i)(n- ,) = 3, 

n' = (p-,)(.n + p-6) = 4, 

/3 = V2(n-2)(n-3)(p-i)^=i, 

g' = l/2(p — 2)(p — 3) = o, 

Daar de l2 en de I3 eene gemeenschappelijke involutie- 
kromme hebben is elk punt der C4 het snijpunt van drie 
raaklijnen aan F, want elk punt der C4 is dan als een punt 
P der \i maai- tevens als een punt S' der I3 aan te zien. 
Op zoo'n manier zijn aan het punt Pi^S' toegevoegd drie 
punten nl, P2, S" en S"', dus gaan door elk punt der C4 
drie raaklijnen d. w. z. de klasse der omhullende F is drie. 

Dat de C4 en F^ elkaar in zes punten R raken, volgt uit 
de verwantschap bestaande tusschen de punten A en S der 
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53 
Ij en der I3 die op een zelfde raaklijn liggen. Ze i 
eene (2, 4). 

De I3 bezit 2 (p — i}^=4 vertakkingselementen V' en 
evenveel dubbelpunten V"=V"' die vier snijpunten van 
C4 met r^ en vier gemeenschappelijke raaklijnen in de 
punten V'^V" verklaren, 

De snijpunten van C^ met V liggen in de vertakkings- 
punten V'; want de beide uit V' veitrekkende raaklijnen 
V'V" en V'V" zijn sam enge vallen. 

Zoo hebben C4 en F^ 6 X 2 + 4 = 1 2 snijpunten en do 
omhullende is dan van den vierden graad F'. 

Nu is n' = k' (k' — 1 ) — J t\. 

4 = 3X2-2/2 
dus 7-'2^^=i; er is één dubbelraaklijn. 

Eene I2 en een I3 hebbeo twee paren gemeenschappelijk. 
De gevonden dubbelraaklijn bevat die twee paren. 

De 18 gemeenschappelijke raaklijnen van C" en J^-j laten 
zich uit het bovenstaande licht verklaren. 

§ 7. Als bijzonder geval der I2 op de C4 met een drie- 
voudig punt O gaan wij na wat er gebeurt, wanneer in 
het punt O een paar O' O" der I2 is gelegen. Nu zal de 
klasse der omhullende F met één verlaagd worden en O 
wordt een klassepunt. De verbindingslijn der punten O' O" 
is immers onbepaald. De eigenlijke involutiekromme is een 
kcgelsnede V-- 

Snijdt de lijn Pi P2 de C4 in de punten S' S" dan vormen 
de punten S in dit geval een quadratlschc invohitie J^. 
De raaklijn welke het punt O'" verbindt met het punt dat 
door I2 aan O'" wordt toegevoegd snijdt de C4 in de beide 
punten O' en O", zoodat O' O'' een paar is, ook van de 
toegevoegde J2, De verwantschap tusschen de punten F en S 
is eene (2, 2), waaruit volgt dat de kromme C4 in vier punten 
R door r2 aangeraakt wordt, of dat r2 eene viermaal rakende 
kegelsnede is. Trekt men in zoo'n punt R de raaklijn, dan 
Snijdt ze nog twee punten ï op de C4 in, die beide aan het 
raakpunt R pïijn toegevoegd. Is nu één punt R bekend. 
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daii weten we van de involutie I2 of J2 twee paren n.1. O' O" 
en R met één van de tangentiaalpunten T. De involutie 
I2 of J2 is daardoor bepaald en de omhullende r2 ook- Het 
blijkt dat door één punt R de drie andere raakpunten ge- 
vonden worden, of dat de punten R eene involutie I4 vor- 
men; want het is op oneindig veel manieren mogelijk op de 
C4 quadratische Involuties in te snijden die een paar in het 
punt O hebben, zoodat er ook oneindig veel groepen R 
ontstaan. 

De algemeens I2 kon ontstaan door een bundel kegel- 
sneden met grondpunten O, S', S", S'", waai-in alleen O een 
vast punt was en S', S",S"' tot eene I3 behoorden. Neem 
nu bijv, S' ook vast en zoo dat 0'^S' wordt, danbeteekent 
dit, dat alle kegelsneden de raaklijn t' in O' aan de Q aan- 
raken; neem verder aan dat de punten {S"S"') een J2 vormen, 
We krijgen op deze manier een bundel kegelsneden die de 
vaste rechte t' in O' raken en waarvan de twee verandelijke 
grondpunten een Ja vormen, terwijl op de C4 een quadra- 
tische involutie J2 ontstaat Bovendien wordt elk paju" der 
I2 met elk paar der J2 door een kegclsnede verbonden. 
Omdat men de involutie Ja op oneindig veel manieren op C4 
kan kiezen zal bij elke raaklijn in O een oneindig aantal 
bundels behooren. 

In ons geval is nu de cubische involutie J3 overgegaan in 
een quadratische J2 en het punt O. Bij een raaklijn t' be- 
hooren derhalve oneindig veel krommen T, waarvan de 
raakpunten R een biquadratische involutie vormen, die blijk- 
baar fundamentaal is, d. w. z, alleen afhangende van de 
kromme C4. 

In 't geheel ontmoeten we zoo drie fundamentaal-involuties 
op de C4 en drie stelsels van viermaal rakende kegelsneden. 

De toegevoegde involutie J2 moge een dubbelpunt hebben 
in Dii de bundel bepaedd door Dj en de raaklijn in O'" 
snijdt op de C4 een I2 in met twee dubbelpunten D,, en D'i,. 
Er zijn derhalve twee kegelsneden die C4 in Dj en verder 
resp. in Dn en D'n raken. De pai-en O', O" en Di Dn be- 
palen eene involutie I2. 
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Leggen we de kegelsnede, die raakt in D,, Dn en O'", 
dan blijkt dat het paar Dj Dn van I2 met O'" wordt ver- 
bonden door een kegelsnede, die hetzelfde paar D] Dn nog 
eens insnijdt, en omdat elk paar van I2 met elk paar van J2 
door een kegelsnede wordt verbonden, die in O'" raakt, 
volgt dat D, Dn ook een paar van de toegevoegde involutie 
J2 moet zijn. O' O" is nog een gemeenschappelijk paai-. 
De twee involuties I2 en J2 zijn in dit geval identiek of 
samen gevallen. De involutiekromme r2 was een kegelsnede 
d. w. z, uit elk punt Pi der C4 gingen twee raaklijnen die Pi 
verbonden met P2 en met P'2 [wanneer P2 door Ia en P'2 
door J2 aan het punt P, is toegevoegd]. Maar I2^j2; dus 
P2 ^ P'2 d. w. z. uit een willekeurig punt Pj der kromme C4 
gaan steeds twee samenvallende raaklijnen aan de omhullende F 
wat er op wijst dat F ontaard is in een ditbbelpunt /\. 

ledere hjn door /\ bevat twee paren der I2^j2 en het 
is duidelijk dat de twee dubbelpunten der I2 ^ J2 door twee 
raaklijnen uit /\ aan C4 moeten aangewezen worden. De 
overige vier raaklijnen zijn op deze manier natuurlijk niet 
te verklaren. Echter zijn twee dubbehaaklijnen der C4 als 
een ontaardingsvorm der viermaal-rakende kegelsnede F op 
te vatten. Hun snijpunt is dan /\. Hiermee zijn de zes 
raaklijnen uit ^ aan C4 verklaard. 

De paren O', O" en Dj, D'u bepalen evenzoo een I2 die 
met haai' toegevoegde Ja samenvalt. De beide andere dubbel- 
raaklijnen der C4 zijn dan als de viermaal-rakende kegel- 
snede te beschouwen. 

De vier dubbelraaklijnen hebben zes snijpunten die we /\ 
kunnen noemen. Elk zoo'n punt /\ is op te vatten als 
middelpunt van een waaier die een fundamentale I2 insnijdt, 
zoodat op elke straal twee paren voorkomen. 

Bij het paar O' O" behooren twee fundamentaalinvoluties, 
en twee ontaai-de kegelsneden gevormd door de vier dubbel- 
raaklijnen dl, da, dj, d4. Stel dat bij de eene involutie behoort 
het paai- did2, met het snijpunt /\j2^<iid2, dan behoort 
vanzelf bij de andere involutie het paar 63, d^ met ^34 ^dj d4. 
Want was dit niet het geval, zoodat bij de tweede involutie 
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behoorde het paar d2,d3 dan hadden de bedoelde inuoluties 
behalve het paar O', O" nog het op de diibbelraaklijn dj 
gelegen paai" gemeen en vielen zij samen, wat niet kan 
wanneer zij door waaiers met verschillende centra moeten 
ingesneden worden. 

We nemen aan dat aan de fundamentaalinvoluties 
die het paar O' O" gemeen hebben /\,i2 en /^^34 zijn toegevoegd 
s » ^ O' O'" > > At3enA24 

. » . O" O'" . « A23enAi4 

De punten D, en Dn vormden een paar der eene I2. 

De punten Di en D'n vormden een paar der andere I2 
welke aan O' O" was toegevoegd. Bijgevolg moeten de 
punten Dj, Dn, A12 op eene rechte liggen en evenzoo de 
punten Di, D'n, A34- 

Bepalen we eene involutie I2 door het paar O' O" en het 
dubbelpunt Di, dan zijn volgens boven de punten Dn en 
D'n de dubbelpunten der toegevoegde J2. 

Dezelfde involutie I2 laat zich bepalen door het paar O', O" 
en het tweede dubbelpunt D'i, zoodat ook dan Du en D'n 
de dubbelpunten der toegevoegde J2 zijn; dus bestiian de 
kegelsneden, die de C4 raken, achtereenvolgens in O'", D'],D'n- 

Op dezelfde manier als boven bepalen de paren O', O" 
en D'i, Dn eene involutie die met haar toegevoegde .samen- 
va!t. Zoo ook de paren O', O" en D',, D'n. 

De punten D'i,Dii vormen een paar der ééne involutie, 
de punten D',,D'ii een paar der andere involutie, die aan 
O' O" is toegevoegd. Bijgevolg moeten de punten D'i, D'n, 
/\34 op een rechte liggen en evenzoo de punten D'i, D u, Ai2' 
want wij hadden al de coltineaire drietallen Di, Dn, Aia ^^ 
Di.D'n, A34- Wij hebben hiermee de steUing bewezen dat 
de punten A12 ^^ A34 '^^ nevenhoekpunten zijn van den 
vierhoek Di Dn D'i D'n die in de C4 beschreven is. De punten 
An en As* ^^J" natuurlijk vast, maar de punten D zijn 
veranderlijk, zoodat de punten A12 en As* "^e nevenhoek- 
punten van oneindig vele in C4 beschreven vierhoeken zijn. 
Hetzelfde geidt voor een ander paar punten /\, zoodat we 
tot algemeene uitkomst verkrijgen; 
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sKlke twee overstaande hoekpunten der door de dubbel- 
raaklijneri gevormde vierzijde zijn twee nevenhoekpunten van 
oneindig vele in C4 beschreven vierhoeken.» 



f^ 8. De involutie I3 op een kromme van de vierde 

ORDE MET EEN DRIEVOUDIG PUNT. {*) 

Is op een C4 met drievoudig punt O een cubische invo- 
hitie I3 gegeven, dan heeft die eene invohitiekromme T van 
de klasse k^(p— i)(n — 1)^6. Dit blijkt ook daai-uit dat 
aan het punt O zes punten zijn toegevoegd. 

We willen laten zien dat uit twee drietallen der I3 is af 
te leiden door welken bundei zij is ingesneden. 

De drietallen Ai, A2, A3 en B,,B2. B3 bepalen met het 
punt O twee kegelsnedenbundels (O Ai Aa A3) en (O Bi B2 B3) 
die op de C4 twee quadratische involuties insnijden. Deze 
hebben steeds een paar P', P" gemeenschappelijk. 

De kegelsneden (O Ai Aj A3 P' P") en (O Bj Bj B3 P' P") 
bezitten nog een vierde gemeenschappelijk snijpunt Q dat 
buiten de kromme C4 ligt. Hieruit zien wij dat de kegel- 
sneden {OP'I"' Q Al A2A3} en (O/"/"' (JB, B2B3) een 
bundel (OP'P"Q) bepalen die op C4 de gegevene cubische 
involutie afteekent 

De ontaai^dingen uit den bundel wijzen aan dat er twee 
lineaire groepen der I3 bestaan, zoodat F^ twee drievoudige 
raaldijnen bezit, en bovendien volgens vroeger V2 (p — i)^ 
(n — 2){n — 3) = 4 dttbbelraakltjnen. Derhalve is het ge- 
slacht nul en de orde Hen. 

De kromme C^ en F* hebben 36 gemeenschappelijke 
raaklijnen en 40 snijpunten die op de bekende manier te 
verklaren zijn. 

Als bijzonder geval kunnen wij aannemen dat de I3 een 
paar O', O" bevat. Nu wordt de omhullende ontaard. Ze 
bestaat dan uit een kromme F^ en het punt O. Wij zagen 
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vroeger dat eene I3 door een drietal en twee paren kon 
bepaald worden. Wij kiezen daarvoor het drietal A,, A2, A3 
en de paren Bi, B2 en O', O", waardoor wij weder den 
bundel kunnen vinden die de bedoelde I3 doet ontstaan. Leg 
de kegelsnede Aj, A^, A3,0"', O'", dus rakende in ü'" en 
let op het punt P dat zij op C4 aangeeft Dan de kegel- 
snede Bi,B2, P, O'", O'" dus eveneens rakend in O'". De 
beide kegelsneden leveren nog een snijpunt Q op buiten 
C4. De vier punten (0"'0"'PQ) bepalen een bundel die 
op de C4 eene I3 insnijdt en wel de gegevene. 

Immers één exemplaar geeft het drietal Ai, Aa, A3, een 
tweede geeft het paar Bi,B2 en de ontaarde kegelsnede 
(O'" P, O'" Q) wijst op een drietal dat het paar O', O" bevat. 

De lijn PQ draagt een drietal der I3 en is dus drievoudige 
raaklijn der involutiekromme. 

Verder blijkt gemakkelijk dat T^ nog drie dubbelraak- 
lijnen bezit en dus eene F^ is van geslacht nul. 



§ 9. Insnijdende bundels. 

Wij willen In deze paragraaf eens nagaan hoe involuties 
op een gegeven rationale kromme C„ kunnen ontstaan. 

Daartoe brengen we de kromme Cn in doorsnijding met 
een bundel krommen B^ van den graad 111. Wij zien dadelijk, 
dat de snijpuntetJ P van elk exemplaar B^ met de ki^ommen 
Cr, een puntengroep vormen, die door één punt P, onver- 
schillig welk, bepaald is, want met elk punt P is een kromme 
van den bundel aangewezen. De ligging der basispunten 
is echter van invloed op de komende involutie. 

De kromme Cl, van het geslacht nul bezit ten hoogste 
V2 (n — i)(n — 2) dubbelpunten D. Wij stellen dit geval 
aanwezig. Dan bepalen | 1/2 (n — 3} n ■ — i | =^ '/2 (n^ — 3 
n — 2) dubbelpunten D een bundel krommen (Bn — j) van 
den graad (n — 3), terwijl er dan nog irmee dubbelpunten 
Dl en D2 overbhjven. Dit is de bundel van den hoogsten 
graad, dien \\ij door de dubbelpunten kunnen bepalen. Men 
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noemt de involutïes door dergelijke bundels ingesneden wel 
fundamentale involutïes, omdat zij met de kromme €„ gegeven 
zijn. Een exemplaar B „ — j heeft met de kromme Cn na- 
tuurlijk n(n — 3) snijpunten waarvan (n^ — jn — 2) in de 
punten D terecht komen. Bulten deze punten D wordt de 
Cn derhalve door elk exemplaar van den bundel Bn _ j in 
slechts twee punten F gesneden. 

Wij zien zoo op de gegeven C„ een fundamentale Involutie 
van den tweeden graad F^ ontstaan, die met Cn bekend is. 
Deze involutie F2 onderscheidt zich van de In het vooraf- 
gaande besprokene. Immers nemen we Di ^ Pi aan, dan 
snijdt de daardoor aangewezen kromme Bn_3 de Ct, voor 
de tweede maal weer in Di^P2. Derhalve zijn de dubbel- 
punten Dl en D2 paren der fundamentale involutie Y^ en 
dit Is bijzonder, want in 't algemeen zullen geen twee toege- 
voegde punten van een Ij in een dubbelpunt liggen. Elke 
quadratische involutie is door twee paren volkomen bepaald 
en onze Fj dus ook. Zoo bepalen dan de punten Di en D2 
de bedoelde F2. Maar elk ander paar punten D bepaalt een 
zekere fundamentale involutie F2. Hieruit volgt dat het 
aantal mogelijke fundamentale involutïes van den tweeden 
graad op een d, overeenstemt met het aantal combinaties 
der punten D twee aan twee. 

Passen we op deze F2 de vroeger gevonden formules toe, 
door p = 2 te stellen, dan vinden wij voor de grootheden, 
die op de Involutiekromme F betrekking hebben 

k' = (p.-.)(n i) = o-i, 

r\ = 1/2 (n - 2) (n - 3) {p - 0^ = ''^ (" - 2) (n - 3), 

r'3 = '/2(p-i)(p-2)(n-2) = o, 

n' = (p — 1 ) (2 n + p — 6) = 2 n — 4 = 2 (n — 2), 

g' = i/2(p— 2)(p~3) = o. 

In de eerste plaats ondergaat de ^/«^.rek' eene vermindering, 
want in Di en in D2 Hgt een paai- der F2. De punten Dj 
en D2 zijn twee klassepunten van F. De eigenlijke omhul- 
lende heeft nu de klasse k'^=n — i — 2^n — 3. 

Uit deze formule blijkt dat we eerst voor = 5, dus op 
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6o 

een kromme van den vijfden graad, fundamenlale involuties 
van de tweede orde ontinoeten. De ïnvolutiekromme f is 
dan een kegelsnede. 

De Cn en F van de klasse k^a (n — i) en k' = n — 3 
zijnde moeten 2 (n — i) (n — 3} gemeenschappelijke raaklijnen 
bezitten. Zij ontstaan 

i". Uit de twee dubbelpunten der I2; 

20. Uit de coïncidenties der verwantschap (S,S'); de snij- 
punten der lijnen P, P2 met de d, zijn punten S; de (S, S') 
bezit het symbool [(n — 4) (n — 3J] met dubbel zooveel 
coïncidenties. 

^'>. Uit de coïncidenties der overeenkomst (P, S) die voor 
te stellen is door [(n — 2), 2 (n — 4)];dus(n — 2) + 2 (n — 4) 
;= 3 n — 10 gevallen P^S. De kromme C„ en F zullen 
elkaar in P^S aanraken, We moeten derhalve (6n — 20) 
gemeenschappelijke raaklijnen rekenen. 

Deze drie gevallen leveren nu 

2 + 2(n-3)(>.-4) + M3n-w) = s(n-.)(n-3) 

gemeenschappelijke raaklijnen. waai-mee zij allen verantwoord 
zijn. 

Omdat F van het geslacht nul is, zal men NiDor het aantal 
dubbelraaklijnen vinden 

-', = '/2 (k' - i) (k' - 2) = V2 (n - 4} (n - 5) 
waaiaüt voor den graad van F is af te leiden 
„■ = 2(k'-i) = 2(n-4). 

Dc onderstelling n = ,5 levert dan dat F een kegelsnede 
zal wezen. 

Zoekt men het aantal 7- '2 door het aantal paren te bepalen 
dat het stelsel (S, S') met de I2 gemeen heeft, dan vindt 
men te veel, want dit aanlai is (n — 4) (n — 3) en djiaruit 
zou volgen 

r'2 = '/2(n -3)(n-4) 
dus voor n = 5 wordt r'2 = '^ wat niet waar is. 

Maar uit D, gaan naar F" ~ ^ (n — 3) raaklijnen. Een draagt 
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het paar D'i, D"i, de andere elk een paar Pi P2. Op elk 
dezer (n — 4} raaklijnen is D'i, D"i een paar (SiS')- Van 
het aantal paren dat {Si S') met l2 gemeen 'heeft, liggen er 
dus 2 (n — 4) in D, en D2. Deze paren leveren geen dubbel- 
raaklijnen, zoodat wij mi voor het aantal dubbelr aaklijn en 
vinden 

r',-V2(n-4)n-5) 

De {luhbelpunten der C„ bepalen een bundel hoogstens 
van den graad (n — 3), waardoor eene r2 ontstaat. Bepalen 
wij bundels door minder dubbelpunten, dan ontstaan funda- 
mentale involuties van hoogeren graad. 

Zoo bepalen V2 (n^— 5 n -f- 2) punten D een bundel (B„ _,) 
van graad {n — ■ 4), waarvan de exemplaren op de kromme 
C„ eene involutie Fn_s doen ontstaan. 

Minstens moet weder = 5 zijn; we krijgen dan een F3, 
ingesneden door een bundel van den eersten graad bepaald 
door één basispunt D. Dit zijn de fundamentale ciibische 
involuties die door de waaiers met middelpunten D worden 
ingesneden. Zoo zijn er natuurlijk zes. 

Het aantal ongebruikte dubbelpunten is steeds '/a (n — 1) 

(n — 2) — '/2 (n^ ~ 5 n -|- 2J =: K. Die n punten D zijn paren 

der Fn — ! en weder n klassepunten der omhullende F. We 

vinden daaruit voor de klasse k' der ïnvolutiekromme 

k' = (p-i)(n-,)-n = (n-3)(n-i)-n 

= n2 — 5n + 3. 

Verder zullen wij dit onderzoek echter niet voort zetten. 
Alleen nog de opmerking, dat op een €„ met het maximum 
aantal dubbelpunten V2 (n — i)(n^ 2) centrale fundamentale 
involuties Fn_2 aanwezig zijn. Blijkbaar hggen [V2(n — i) 

(n — 2) — i]^ 1/2 (n2 — 5n) =-(n — 3) paren der F^ _ 3 in 

de dubbelpunten D, zoodat de omhullende F zal worden 

samengesteld uit de — (n — 3) punten D en het middelpunt 

D van den waaier, dat voor -^ punten moet ge- 
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teld worden, omdat in het algemeen de klasse van F zou 
zijn (n — 3)(n~ i). 

Ten slotte is het geval denkbaar, dat er onder de singu- 
liere punten der d veelvoudige punten voorkomen. Ook 
dan zijn fundamentale involuties mogelijk. De gegevens 
worden nu echter te onbepaald om er verder iets over te 
zeggen. 

§ lo. Een tweede manier om involuties te verkrijgen, 
leveren de bundels waai^van de basispunten zoo zijn gekozen 
dat alle dubbelpunten D er toe behooren. De dubbelpunten 
bepalen op zichzelf geen bundel. Er moeten nog eenige 
punten naar willekeur bij genomen worden; 't zij óp, 't zij 
buiten de gegeven kromme Ci,. De bundel van den iaagsten 
graad, die aan genoemde voorwaarde voldoet, is een (B„ _ 2} 
van graad (n — 2). Het aantal bepalende punten is 

[i;2(n-2)(n+,)-,]=.;2(nï-n-4). 

Er zijn 1/2 (n — i)(n — 2) punten D. We moeten dus nog 
'/2 (n^ — n — 4) — '/2{n2 — 3n-|- 2}:=n — 3 punten B bij de 
dubbelpunten kiezen om een bundel (Bn - 1) te bepalen. 

Het is duidelijk, dat nu geen paren der involutie in de 
dubbelpunten der C^ kunnen terecht komen. Dergelijke 
bundels leveren ons het meest algemeene geval Op deze 
wijs moeten we de involutie lp ontstaan denken die wij in 
de eerste paragi-aaf van dit hoofdstuk bespraken. Alleen 
voor deze involuties gelden de aldaar gevonden formules. 

Worden alle (n — 3) punten B buiten de Cu aangenomen 
dan ontstaat eene involutie !„ _ ,. Want een exemplaar Bn _ 3 
geeft n(n — 2) snijpunt met de C„, terwijl er{n— i)(n — 2) 
in de dubbelpunten D liggen. Het overschietende aantal 

(nï — 2 n) — (n^ — 3 n + 2) = n — 2 

geeft den graad der komende involutie aan. 

Men ziet oogenblikkelijk dat, wegens de vrijheid, die be- 
staat in het aannemen der (n — 3) punten B, mits zij slechts 
buiten de €„ liggen, het aantal der involuties L _ , zeer 
groot is. Verder kan men, door telkens één der'verander- 
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63 
üj'ke punten B óp de Ci, te kiezen, den graad der involutie 
verlagen tot twee. Men heeft dan {n — 4) punten B op 
Cn te nemen. 

Door kundels van den graad (n — 2) worden dxis invo- 
luties lp aangewezen van p = 2, tot p = (n — 2). 

Verder gaande bepalen we een bundel (Bn _ ,) van den 
graad (n— i) door [i/2(n— i)(n+ 2)— i] = 1/2 (n^ + n— 2} 
punten, waaronder de diibbelpunten D der Cn begrepen zijn. 
Er blijven '/2 (n^ -j- n — 4) — V2 (n^ — 3 n + 2)= 2 n — 3 ver- 
anderlijke basispunten B over, die mede óp of buiten de 
Cn kunnen gekozen worden. In het eerste geval heeft ellc 
exemplaar B„ _ , met de kromme Cn gemeen n(n — i) — 
(n^ — 3n--|-2}=2n — 2 =: 2 (n ■ i) snijpunten P. Er ontstaat 
dus eene I2 (n - .)■ 

Telkens punten B óp de Ci, nemende, kunnen wij ook 
met deze b\indels ten slotte eene q\iadratische involutie 
insnijden. 

Door bundels van den graad {n — /) worden involuties 
lp ingesneden van p = 2 tot p ^ 2 (n — 1 ). 

Wij kunnen op deze manier involuties van lederen graad 
op onbepaald veel wijzen verkrijgen. 

Het bestaan van veelvoudige punten tegelijk met dubbel- 
punten D is weder op verschillende wijzen denkbaar; matu- 
die gevallen zijn te onbepaald om voor eenige behandeling 
vatbaar te zijn. 

§ II. Een derde manier om involuties te doen ontstaan 
bestaat hierin, dat we alle basispunten B buiten de kromme 
Cn plaatsen. 

Het eenvoudigste geval is dan dat we slechts één basis- 
punt B aannemen. De daardoor bepaalde waaier B zal 
blijkbaar eene centrale involutie involutie In doen ontstaan. 
Terwijl een In in 't algemeen eene involuüekromme V van 
klasse k'=(n^i)2 heeft, zal V hier ontaard zijn in het 
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Het volgend geval is dat wij een bundel kegelsneden 
(B2) hebben met de vier basispunten buiten de Cn. Er 
ontstaat eene I211 waarvan in alle punten D paren liggen. 

Op deze wijs voortgaande, zien wij dat een bundel (Bm) 
op de gegevan kromme eene involutie lp van den graad 
p = mn zal aangeven. De graad p is steeds een veelvoud 
van het getal n. 

Onderstellen wij verder dat er basispunten op de Cn komen, 
mits buiten de dubbelpunten D, dan geeft een waaier met 
centrum B op de €„ eene involutie In _ ,. In 't algemeen 
snijden dan bundels {Bi„) involuties van dengraad(mn — i) 
tot den graad (m n — b) in, als b het aantal basis- 
punten voorstelt. Men krijgt weder involuties van iederen 
graad. Nog op andere wijzen kunnen involuties ontstaan. 
Wij 2ullen die echter niet beschouwen. 

De gegeven manieren met elkaar vergelijkende kunnen 
wij de opmerking maken, dat men wel volgens die verschil- 
lende methoden involuties van den zelfden graad zou 'kunnen 
verkrijgen maar dat zij toch nooit identiek kunnen zijn. 
Immers, is eene involutie lp ontstaan volgens de eerste 
manier dan is het. eene fundamentale involutie; er liggen 
dan een bepaald aantal paren in de dubbelpunten D. Ont- 
staat een lp volgens de tweede wijze dan zijn er in 't geheel 
geen paren in de dubbelpunten D gelegen. 

Volgens de derde manier is het duidelijk dat alle dubbel- 
punten D paren der komende lp zullen voorstellen. 

Wegens het verschillend aantal in de punten D gelegen 
paren der lp is zoodoende het insnijden eener zelfde involutie 
volgens de besprokene handelwijzen eene onmogelijkheid. 



g 12. Fundamentale involuties op rationale krommen 

VAN DEN VIJFDEN GRAAD. {*) 

Wc spraken reeds in 't algemeen over fundamentale 

involuties op rationale krommen, maar willen nu de bijzonder- 

''l Tan de Vries, Vetsl, K. A. v, W., Amsterdam, 10 Febniarj 1904. 
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heden nagaan, die zijn op te merken, wanneer een C5 mei 
zes dubbelpunten D^ (11^1,2,3,4,5,6) de draagster der 
involutie is. 

Klaarblijkelijk snijdt een bundel kegelsneden door vier 
punten D een fundamentale F^'^ in, waarvan twee paren in 
D5 en in D^ liggen. Derhalve is de klasse der involutiekromme 
(p met twee te verminderen en dus niet (p — i)(n — 1)^4, 
maar k' = z; m.a.w. de omhullende wordt een kegelsnedecJjS'^ 

Letten wij op de verwantschap (S, S') tusschen de punten 
S, ingesneden door de verbindingslijnen Pi,P2, dan blijkt, 
dat de punten S in dit geval een cubische involutie F^''' 
vormen, want uit Si^Pi gaan slechts twee raaklijnen n.l. 
P, P2S'S"S"' en S, Si 0,0283. De verwantschap {P,S) is 
hier eene (2,3) met vijf coïncidenties P^S, waai'uit volgt 
dat de omhullende cfjs.e eene vijfmaal rakende kegelsnede 
van C5 is. Blijkbaar is cpj'* omhullende zoowel voor F^-^ 
als voor de F^'^ 

Deze vijf raakpunten leveren 10 gemeenschappelijke raak- 
lijnen. De FS'^ en F^'* hebben samen zes coïncidenties 
waarmee de overige zes gemeenschappelijke raaklijnen van 
C^ en cp^ g verklaard worden. 

Een drietal der F^'^ bepaalt met de zes dubbelpunten Dk 
eene cubische kromme; dus door twee drietallen wordt een 
bundel van cubische krommen vastgelegd, welke de F^''' 
doet ontstaan. In de punten D5 en D^ liggen twee paren 
der F2, maar ook twee paren van F3, want zoowel uit D5 
als uit De gaat één raaklijn aan cp= ^ van de soort OiO^^i 
D'5^D"5. De C3, die het paar van F^ insnijdt, dat in D5 
ligt, moet noodzakelijk daar ter plaatse een dubbelpunt be- 
zitten, zoodat zij met de overige krommen van den bundel 
in D5 twee punten gemeen heeft. Er liggen dus twee basis- 
punten in D5, wat tengevolge zal hebben, dat alle overige 
krommen elkaar in D5 aanraken. Maar dan doen zij het 
eveneens in De. Uit D5 gaat een rechte t^ waarop een 
drietal der F^'* hgt; t^ bepaalt met de vijf overige dubbel- 
punten D eene ontaarde C3, bestaande uit de rechte ts en 
de kegelsnede k^ ^ ^. Evenzoo levert Dg de ontaarde C3 
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gevormd door tg en de kegelsriede k^ ^ Deze twee 

ontaarde krommen bepalen natuurlijk ook de negen basis- 
punten van den cubischen bundel. Er liggen er vier in 
D1D2D3D4, twee in D5 en twee in Dg. derhalve is het 
snijpunt van t^ en te het negende basispunt. 

Bovendien moeten de beide ontaardingen elkaar raken 
in D5, maar ook in D5. Dit kan alleen als de rechte te de 
kegelsnede kj^ ^ raakt; en als de hjn tj dan de kegel- 
snede k' raakt, want de beide kegelsneden kunnen niet 
meer dan de punten D,,D2,D3,D4 gemeen hebben. Alle 
krommen van den bundel raken derhalve in D5 aan t^ en 
in Dö aan tg. 

De fundamentaie involuties Fj''' en FS'^ met de toege- 
voegde involuties F+'^ en FS'^ hebben de involutiekegel- 
sneden (p' ^ en 4)=^. Deze hebben vier gemeenschappelijke 
raaklijnen. 

Hoe worden die verklaard? Daartoe letten we op de 
gemeenschappelijke paren van F^^'' en F"S'^. 

Eene lp en een Iq hebben steeds (p — i)(q — i) paren 
gemeen waaruit blijkt dat de F*-^ en de FS'" twee paren 
gemeen hebben. Maar één paar wordt door het dubbelpunt 
Dft geleverd. Het andere noemen we P'^P^^ of S' S'^. De 
verbindingshjn r dezer punten snijdt nog in drie punten, 
die wij S'gS=^S3^ maar ook S^ P' P= mogen noemen. 
Derhalve ligt op r ook een gemeensclaappelijk paar van 
F5'6 en F'*'*. 

De vier gemeenschappelijke raaklijnen van (p^ en oj^, 
worden dus verklaard als volgt: 

De cubische involuties F*'^ en FS''' hebben vier paren 
gemeen, die drie gemeenschappehjke raaklijnen geven, want 
één dier paren is het dubbelpunt D^, en de lijn r is de 
vierde gemeenschappelijke raaklijn. 

De vier dubbelpunten D],D2,D3,D4 bepalen drie ontaarde 
kegelsneden, die drie paren Pi,P2. Qi, 02iRi.I^2 der Fj-^ 
insnijden. Blijkbaar bepalen de drie lijnen Pi,P2, Qi,02 en 
Ri,R2 met de boven genoemde rechten tj en te een vijfmaal 
rakende kegelsnede tp' . 
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Natuurlijk zijn er — ^^ = 15 fundamentale involuties 
J-k 1^ pk I g,^ 2gg centrale kubische involuties. Deze laatste 
worden ingesneden door de waaiers met centra Dk. Hunne 
omhullende, in 't algemeen bij een I3 van de klasse (p^i) 
(n — i) = 8, ontaardt in het driemaal te tellen centrum en 
de vijf overschietende punten D. 



§ 13. Over stelsels van kegelsneden die bij invo- 
luties OP RATIONALE KROMMEN BEHOOREN. (*) 

Bij stelsels van kegelsneden in een vlak beteekent fj. het 
aantal kegelsneden door een punt, y het aantal dat een 
rechte aanraakt, 3 het aantal lijnenparen, vj het aantal dub- 
belrechten (puntenparen). Tusschen deze vier kenmerkende 
getallen bestaan twee betrekkingen, die men als volgt kan 
vinden. Beschouw de willekeurige lijn /. Door elk punt 
M van / gaan ^ kegelsneden, die op / f* punten M' aan- 
wijzen. De punten M en M' vormen een stelsel (jj., /j.) met 
2 (j, coïncidenties, welke ontstaan uit de y kegelsneden, die 
l raken, en de v, dubbelrechten, die / snijden; dus is 

Neem verder een willekeurig punt O als centnmi van 
een waaier. Aan eiken straal j- uit O raken v kegelsneden; 
zij bepalen nog v raakhjnen s' uit O. De overeenkomst 
(S, S') heeft tot symbool (y, -J) ea. z y coïncidenties, die ontstaan 
uit de fx kegelsneden door 't middelpunt O en de 3 lijnen- 
paren; want de straal uit O naar het snijpunt van een lijnen- 
paar ^ is een geval S^S'. Nu geldt derhalve de formule 

Op de rationale kromme Cn zij gegeven een lp zoodat 
p S 5. De / punten eener groep combineeren wij vijf aan 
vijf en letten op de kegelsneden door vijf dezer punten 

(*) Jan de Vries. Verslag K- A. v. W. te Amsteidam, lo Febi. 1904. 
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bepaald. Zij vormen een stelsel [C^. Wij hebhen geen 
dubbelrecht dus is j] = o en wij vinden 

( 2 v = ^-j-5 ° I 3^ = 3 

Liggen drie toegevoegde punten P P' F" op één rechte dan 
hebben wij een drievoudige raalilijn der omhullende. Hun 
aantal is 

t'3 = V2 (p — i) (p — 2) (n — 2). 
Elke lijn pp'p" vormt met een andere lijn die twee tot 
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fj.^2{n—2}{ip— 1)4 

. = 4(n-2)(p-i),. 
Een kegelsnede van [C^] bevat vijf punten P en (2 n — 5) 
punt X. Door een punt P der €„ gaan //, kegelsneden, 
waaronder (p- — 1)4 die P met vier toegevoegde punten P' 
verbinden. Er schieten ^^ — (p^i)4^=(2n — 5)(p — 1)4 ke- 
gelsneden over, die vijf punten Q der lp bevatten en {2 n — ó) 
punten X'; de verwantscliap {X, X') heeft 't symbool [(2 n — 6) 

(2n-5)(p-i).] 

De 2 (2 n — 6)(2 n — 5}(p — 1)4 coïncidenties X^X' wijzen 
op evenveel kegelsneden, die de Cn in X^X' aanraken. 

De 2 (p — ^ ij dubbelpunten der lp leveren 



andere kegelsneden die Cn raken. Ten slotte zal wanneer 



y Google 



69 

P^X wordt de bijbehoorende kegelsnede de C„ ïnPEsX 
raken en voor twee moeten geteld worden. 
Het stelsel (P, X) heeft de formule 

[5(2n-"5)(p -.).,(jn-5)(p->).] 
zoodat er 6 (2 n — 5)(p — 1)4 kegelsneden zijn die Cn raken 
en alle als dubbele exemplaren moeten beschouwd worden. 

Het totale aantal rakende kegelsneden uit het stelsel [C^ 
is nu 4(n~2}{2n— i)(p— 1)4. 

De verwantschap tusschen de punten X die met vijf 
punten Po' Po" Po'" Po"" Po^. op een zelfde kegelsnede liggen 
en de overige (p — 3) punten Pq is van den vorm 

[(2n~5}(p-i)4(p-,';),(p-i)5(^n-5)]. 

Zoodi-a Po^X wordt, liggen zes punten Po op één C^. 
Maar ieder dier zes punten is dan als eene coïncidentie op 
te vatten, derhalve is het aantal kegelsneden dat 6 toege- 
voegde punten bevat {2n — 5)(p — 1)5. 

§ 1 4. Is p < 5 dan nemen wij (5 — p) willekeurige punten 
Ak k = I . . . {,ï — p) aan, en leggen kegelsneden door die 
vaste punten Ak en de groepen der lp. Om van ons stelsel 
[C^] /i te bepalen leggen wij de kegelsneden door de punten 
Ak en een willekeurig punt A^. Zij doen op de C„ een 
Ip-/ ontstaan, die met de lp (2 n — p+i) groepen van p 
punten gemeen heeft. Door Ag gaan dus (2 n — p-|- i) 
kegelsneden, die een groep der lp bevatten en men heeft 
fi = 2n — p+i; v=^2(2n — p+i); 3 = 3(2ri — P+O- Is 
p=2 dan zijn er drie vaste punten Ai, A2,A3 aan te nemen, 
en is 3 = 3 {2 n — I ). 

Dit blijkt ook zoo: de lijn A, Aj snijdt C„ bijv. in een 
punt P; verbindt men nu Aj met 't aan P toegevoegde 
punt P', dan heeft men één lijnenpaar van [C^]. In 't geheel 
vindt men 3 n van deze paren. Uit een punt Ai gaan 
(n — 1) lijnen die een paar P, P' der Ig dragen. Elk dezer 
rechten vormt met de lijn A2A3 een lijnenpaar. Van deze 
vindt men er 3 (n — 1). TotaalisdusS = 3 (2 n — i). Hebben 
wij een T3, dus p=^j, dan moeten wij ht<ff punten A\ A^ 
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er bij kiezen. Dan wordt ^ = 6(n^i). Deze lijnenparen 
vindt men als volgt: Vooreerst zijn er (0^2) coUineaire 
drietallen PP'P" die elk met de lijn Aj A2 een lijnenpaar 
vormen. Snijdt verder de lijn Ai Ag de €„ in een punt P 
dan vormt de lijn P'P" met de lijn A, A^ een lijnenpaar. 
Zoo zijn er n. Ten slotte is elk der punten Ai.A^ colli- 
neair met z (n — i) paren der I3. Alles te zamen nemende 
vindt men 3 ^ 6 (n — i). 

Bij een I4 is p = 4 en heeft men maar één puntA, noodig. 
Dan is S = 3(2n — 3). Want er zijn ^(n — 2) collineaire 
drietallen en 3 (n — 1} lijnenparen, waarvan elke der rechten 
twee toegevoegde punten der I4 draagt. 

De verwantschap (X, X') heeft voor p<;,5 het kenmer- 
kende getal (2n — p)(2n — p— i); de verwantschap (P, X) 
het s3Tnbool [p(2n — p), (2n — p)]. Nog bedenkende dat 
lp 2 (p — 1) dubbelpunten heeft, vindt men nu voor het 
aantal C^, die Cn aanraken, 2 (2 n — p) (2 n — p — 1) + 
+ 2(2n-p)(p+i) + 2(p-i) = 2{2n-i)(2n-p+i). 
Voor een I^ is {X,X') eene [an— 2]{2n — 3) die met I^ 
(2 n — 2) (2 n — 3) paren gemeen heeft. Dan zijn er dus 
(n - i)(2n — 3] kegelsneden die twee paren der I3 dragen. 
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HOOFDSTUK IV. 



§ I. InVOI.UTIES op RATIONALl': KUIMTK KROMMEN. 

De axiale !„. (Haar ontstaan). 

Deze soort van involutie is bij de rationale ruimtekrommen 
van bijzonder belang. Wij stellen ons voor dat een rationale 
ruimtekromme van den n™ graad R^ gegeven is en dat wij 
een rechte a willekeurig in de ruimte aannemen, welke 
rechte wij in 't vervolg Au as a zulten noemen. En wel 
omdat wij de rechte « als (M van een vlakkenbundel zullen 
opvatten. Deze door de as tï bepaalde vlakkenbundel snijdt 
de gegeven Rn volgens de groepen eener involutie I^. 
Immers, in elk element van den vlakkenbundel a verschijnen 
n snijpunten P met de R„, terwijl elk zoo'n punt P, onver- 
schillig welk, met de as a een vlak van den bundel bepaalt 
en dus de geheele groep van n punten P bepaalt. De vol- 
gens déze manier voortgebrachte involutie is bijzonder 

i". Omdat alle punten van één groep in één vlak liggen; 

2". Omdat al die vlakken een vlakkenbundel vormen; 

30. Omdat de graad van zoo'n involutie overeen moet 
stemmen met den graad van de ruimtekromme waarop zij 
geplaatst wordt. 

Een dergelijk puntenstelsel wordt nu eene «axiale» invo- 
lutie van den n^^ graad genoemd. 



§ 2. Het regel vlak. (Pi P2). 
toegevoegde punten P eener groep der axiale I„ 
;h 2 aan 2 verbinden door lijnen Pj P2, welke rechten 
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alle in een zeker vlak der vlakkenbundel a zijn gelegen en 
daarom noodzakelijk de as ^ van dien vlakkenbundel moeten 
snijden. Stelt men zich voor dat op de aangegeven manier 
alle toegevoegde punten door rechte lijnen zijn verbonden, 
dan vormen die rechten een regelvlak, dat ik zal noemen 
het regelvlak (Pi P2) of 't regelvlak f. 

De graad n' van het regelvlak p laat zich eenvoudig be- 
palen. Volgens bepaUng wordt de graad van een regelvlak 
aangewezen door het aantal beschrijvende lijnen, die een 
willekeurige rechte lijn / snijden. 

Kiezen wij dan een geheel willekeurige lijn /in de ruimte 
en maken haar tot as van een vlakkenbundel. Deze vlakken- 
bundel l doet op de gegeven kromme R„ een 2^ axiale !„ 
ontstaan. Het aantal gemeenschappelijke paren der beide 
collocale axiale involuties van den n^n graad is (n — i)^. 
Wordt met Gi, G2 zoo'n gemeenschappelijk paar bedoeld, 
dan ontmoet de lijn Gi Gg de lijn /, en deze wordt derhalve 
door (n — i'p- beschrijvende lijnen van ^ gesneden; dus is 
n' = (n-,)2 

Uit het bovenstaande volgt de stelling: e twee willekeurig 
in de ruimte aangenomen rechten p en q worden door 
(n— ij^bisecanteneene rationeeleruimtekromme Rn gesneden. 

Beschouw slechts de lijn ^ als as van eenen vlakken- 
bundel, die op de gegeven R^ eene axiale !„ insnijdt. 

Het regelvlak ^ van deze !„ is van graad (n — i)2en bezit 
derhalve (n — i)^ rechten, die de lijn q snijden, maar die 
ook p snijden, want p hgt op het regelvlak ^. De bedoelde 
lijnen zijn alle bisecanten, want zij verbinden twee punten 
van R„. 

Een punt Pj der ruimtekromme R^ bepaalt een groep 
van n toegevoegde punten der I„. Door Pi gaan de lijnen 

P, Pa, Pi P3, Pi Pn van het regelvlak p. Elk punt 

der oorspronkelijke kromme Rn draagt alzoo(n — i) rechten 
van o en de geheele kromme Rn is een (n — i)-voudigelijn 
op het regelvlak p. 

De vlakkenschoof door het willekeurige punt A der ruimte 
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(d. w. z, alle vlakken door A) snijdt de R„ volgens de groepen 
eener I„2, want twee punten Qi en Qa bepalen met 't punt A 
een exemplaar van de schoof en tegelijk een n-puntige groep 

der involutie. De verkregen I.^ bezit — — — — ^ neutrale 

elementenparen, d. w. z. pai^en die geen groep van n punten 
bepalen wat 't geval is wanneer de lijn "die zoo'n pimten- 
paai- Ni Na verbindt door A loopt. 

Ik zie daaiiiit dat door elk willekeurig punt der ruimte 

i ü-, — —1 bisecanten gaan. Ook uit elk punt der as a 

gaan zooveel bisecanten en daar deze nu alle beschrijvende 

rechten van 't regelvlak p zijn is de as a op dat regelvlak 

(n— i)(n — 2) 
een voudige hjn. 

Blijkt ook zoo: In elk vlak door a liggen 'h n [n — 1) rech- 
ten Pi Pa. Daar n' = (n— 1)2 volgt dat «een 1/2(11— i)(n— 2)- 
voudige lijn is. 

§ 3. In elk vlak van den vlakkenbundel (o) ligt een groep 
van n toegevoegde punten P der axiale !„. We verbinden 
van zoo'n groep de punten Pi, Pa en ook de punten P3,P4; 
de rechten Pi Pa en P3 P4 zijn lijnen van het regelvlak p. 
Hun snijpunt Q ligt op een dubbelkromme van p. Er gaan 
immers twee beschrijvende lijnen van p door het punt Q. 
Beschouw ik nu een vlak x van den vlakken bundel (a) 
met de n punten P der involutie er in, dan kan ik op de 
aangegeven manier meerdere punten Q in 't vlak («) doen 
ontstaan. Ter bepahng van het in vlak * gelegen aantal 
punten Q kan men als volgt redeneeren: 

De n in vlak « gelegen punten P geven ver- 

snijpunten vertoonen. Hiervan moeten de « punt(m P, die 
elk " snijpunten vertegenwoordigen afgetrokken 
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74 
worden. De overblijvende snijpunten zijn dan alle punten Q. 
Hun aantal is derhalve 

n(n-,)[n(n-i)-i] n(n-i)(n-2)^ 

2X2X2 ■ 2 

^ n(n- .)Ci'-5n + 6) _ .1 (n_- , ) (n - 2) (n - 3) 

2X2X2 8 

Hiermee is nog niet het totale aantal punten Q gevonden 

dat in vlak x is te vinden, want de mogelijkheid bestaat 

dat een punt Q op de as it terecht komt; wij moeten het 

aantal op de as a gelegen punten Q bepalen en die bij het 

reeds gevonden aantal optellen waarna wij den gi-aad van 

Q gevonden hebben. 

De lijn Pi P^ snijdt de as « in een punt, dat ik R zal 

noemen. Nu wordt de lijn Pj Pg door j — - i rechten 

gesneden die toegevoegde punten in vlak a verbinden. Door 
P, gaan er (n — 2) en evenveel gaan er door P^. Buiten P] 

nn Pa wordt de lijn P, Pa duy door r"'"~-''-- il-- r2n--4l 

rechten gesneden of [1/2 n(n — i) —2 n + 3] = '--■" ^'*"" ^-' 
rechten, die ik q zal noemen, want ik kan ook zeggen, op 



nog een lijn q van het regelvlak bepalen. De snijpunten 
van deze lijn q met de as a voeg ik toe aan het genoemde 
punt R en noem ze punten R'. In het vlak x zijn aan 

het punt R blijkbaar toegevoegd ^^ — — punten R'. 

Doch door R gaan — bisecanten, waaronder 

ook de lijn i^PiPj. Elke bisecante voegt aan het punt 
R evenveel punten R' toe, zoodat de verwantschap (R, R'), 
die klaarblijkelijk symmetrisch is, tot kenmerkend getal 
heeft; 

(n-i)(n-2)Mn-3) 
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Ze bezit tweemaal zooveel dubbelpunten R^R'. Is echter 
R^R', dan liggen twee bisecanten met a 'm één vlak en 
is dat dubbelpunt R^R' tevens een op a gelegen punt 
Q geworden. Bovendien blijkt dat zoo'n coïncidentie dubbel 
geteld moet worden. 

Het aantal op de as « gelegen punten Q is dus 

("-')("-_i)_Mï^_3_) 

4 
waardoor ten slotte voor den graad van de dubbelkromme 
(Q) wordt gevonden 

' n(n-i)(n- 2)(n-3) , (n-i)(n ^)M" - .^) _ 
8 ^ 4 

^ (n-i)(n-2)(n- 3) (n + 2 n - 4) _ 
8 

_ (n - i) (n - 2) (n - 3) (3n-4) 



§ 4. Heï trisecanten oppervlak, 
We kiezen een willekeurig punt A óp de gegeven kromme 
Rn- De vlakken schoof door dat punt A, bepaalt op de 

ruimtekromme eene involutie I^ ^, dip neu- 
trale puntenparen bezit. 

De verbindingslijn van zoo'n neutraalp;iar N|,Na loopt 
door het punt A der ruimtekromme en is blijkbaar een 
trisecante. We zien hieruit dat door elk willekeurig punt 

der ruimtekromme R^ gaan ■ --■ — trisecanten, waar- 
door ik aan een punt A van R„ kan toevoegen (n — 2) (n — 3) 
punten N, 

De verwantschap tusschen de punten A en N is symmetisch 
en heeft tot kenmerkend getal [(n — 2) (n — 3)]. De ver- 
wantschap (A,N) zal tegelijk met de axiale involutie I„ op 
de ruimtekromme Rn bestaan en met I„ gemeen hebben 
(n — 1 ) (n — 2) (n — 3) eleraentenparen. Stelt Gi, G^ een paar 
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voor dat tot de (A, N) èn tot de I„ behoort, dan gaat de 
lijn Gi Ga door A en zal bovendien de as a der axiale in- 
volutie snijden.. Maar in dat geval zuilen de drie punten 
A, Gi en G^ toegevoegde punten der 1„ voorstellen, en zij 
vormen drie paren der axiale I„ die in 't algemeen drie 
verbindingsrechten bezitten. Deze drie lijnen zijn hier samen- 
gevallen vormende de lijn AGiGa, waaruit blijkt dat elke 
trisecante die de as a snijdt voor drie koorden geldt. Het 
aantal trisecanten dat op a rust of de graad van het trise- 
cante nr egel vlak is nu klaarblijkelijk 

i;s(n-.)(n-2)(n-3). 
AUe trisecanten die a snijden behooren tot de doorsnede 
van p met 't trisecantenoppervlak. 



§ 5. Dh: VLAKKE DOORSNEDE VAN HET REGEL VLAK {Pi P^). 

Een willekeurig plat vlak (j) snijdt het re gel vl ak ^ volgens 
eene vlakke kromme van den graad (n — i)^. die de vol- 
gende bijzonderheden aanbiedt: 



waar de as het snijvlak (j) doorboort; 

2"*. de kromme R„ snijdt het vlak <p n-maal. Al dez 
doorgangen zijn (n — i)-voudige punten; 

3*^. de dubbelkromme {Q) wordt door het vlak cp ïi 

punten allen dubbelpunten der doorsnede zijn; 

40 Het oppervlak der trisecanten levert — — 

trisecanten die ook op p gelegen zijn. Deze geven derhalve 
evenveel 3-voudige punten in de vlakke doorsnede met ip. 
Want elke trisecante is drievoudige rechte op ^. 

Met deze gegevens laat zich het geslacht der vlakke door- 
snede berekenen dat is volgens bepaling 't geslacht van het 
tnz'c/utieregelv\a.k p. Na eerst alle veelvoudige punten be- 
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hnorlijk tot dubbelputiten herleid te hebben vindt men 



._(n-i)(n- 



zoodat na eenvoudigeherleidinghet^i^j/iTc^^van^blijkttezijn 
^,_ (n-2)(n -3) 

§ 6. Rechtstreeks laat ^ zich ook bepalen, door afbeelding 
op eene kegelsnede C^. De I^ gaat dan over in een op die 
kegelsnede gelegen J„, waarvan de omhullende of involutie- 
kromme de klasse heeft (n — i); [want in 't algemeen zuUen 
er geen dubbelraaklijnen zijn; daarvoor moesten er in één 
groep van toegevoegde punten minstens twee dubbelpunten 
voorkomen]. Voor het geslacht der omhullende op de C„ 
geldt nu 

g'=V2(n-2)(„-3) 
cn dit is nu tevens het geslacht eener vlakke doorsnede 
van het regelviak p. Immers de verbindingshjnen P'P"op 
de Ca stemmen één aan één overeen met de rechten van 
het regelviak p en daarom ook met de punten eener vlaklte 
doorsnede 0. 

§ 7. Toepassing vook iV ^ 3. 
De cubische involutie moet door twee drietallen bepaald 
zijn. Ik neem daarom de tripels A],Aa, A3 en Bj.Bs, B3 
willekeurig op de gegeven cubische ruimtekromme aan. 
Zij bepalen de vlakken « en f3, waarvan ik de snijlijn a 
zal noemen. Beschouw ik nu de lijn a als as van een 
vlakkenbundel, dan doet deze laatste op de K3 een axiale 
\ ontstaan, die de gegeven gi^oepen (A) en (B) bevat en 
derhalve de axiale 13 is, welke door de beide groepen be- 
paald wordt. 
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Door de verbindingslijnen van toegevoegde punten wordt 
weder een regelvlak p gevormd. De as « is op jj gelegen, 
want zij wordt door alle lijnen Pi Pa gesneden en zij moet 
enkelvoudige richtlijn zijn, daar door elk punt van de ruimte 
slechts één bisecante kan getrokken worden en dus ook uit 
elk punt van a slechts één rechte P, P2 van p kan gaan. 

Wij zien verder, dat in elk vlak van den vlakkenbundel 
gelegen zijn vier rechten van p, en dat het regelvlak der- 
halve van den 4^° graad is, terwijl de kromme R3 een dub- 
belkromme op het regelvlak Pi Pa is. 

Ofschoon alle eigenschappen der I3 op een rechte voor 
deze op een ruimtekromme gelegen I3 moeten blijven gelden, 
wil ik er toch nog een paar rechtstreeks aantoonen. 

Zoo werd reeds bewezen, dat een I3 bepaald is door één 
volledige groep en twee paren. Neem ik de groep Ai, A2,A3 
en de paren Bi, Ba en Ci,C2 als gegeven aan, dan zijn de 
snijpunten der rechten Bi, B^ en Ci, Cg met 't vlak (Ai Ag Aj) 
bekend. De Ujn door die twee snijpunten is de as fl van 
den vlakkenbundel, die de I3 zal insnijden. Door vier paren 
is een I3 niet bepaald; want de vier verbindingslijnen Ai A^, 
Bi Ba, enz. moeten alle de as snijden, doch zij bepalen de 
as niet. TA] hebben immers twee transversalen a en a' (*) 
Slechts wanneer «en a' samenvallen is de I3 bepaald. 
Wanneer is dit zoo? 

De vier rechten a. b, c, d hebben twee transversalen, die 
8 snijpunten doen ontstaan. Lagen echter de vier lijnen 
a, b, c, d toevallig op één hj^jerboloïde, dan hadden ze oneindig 
veel transversalen en was de I3 in 't geheel niet meer be- 
paald. Maar het kan ook gebeuren dat de vierde lijn d 
raaklijn is aan de hyperboloïde door de drie andere bepaald, 
dus aan de hyperboloïde (a, b, c.) Dan hebben de vier krui- 



Ji<~ar/i, Dne rechten 11, li, c bepalen een h\ perboluide, ivtlke doui de 
4e rechte d in twee punten 'D^ en Dj gesneden «ordt Alaai door de punten 
Dj en D, loopen iwet lijnen ion het stelsel n-iartoe a, b tn c met behoortn 
Zi] snijden de rechten a, b, c en d 
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79 
sende lijnen a, b, c, d slechts één ti-ansveraaal. Blijkbaar 
wordt nu de hyperboloïde {a, b, d) aangeraalït door de lijn 
c; evenzoo moet b raken aan de hyperboloïde (a, c, d) en 
moet a raken aan de hyperboloïde (b, c, d). Bestaat één 
van deze gevallen, dan is de I3 ondubbelzinnig door vier 
paren bepaald. 

Ten slotte nog de vraag, hoeveel paren hebben twee 
axiale cubische involuties gemeen? De assen der vlakken- 
bundels die de involuties insnijden a en a' zijn dan bekend. 
Het regelviak door a is van den vierden graad en wordt 
door a' in vier punten A gesneden, waardoor vier lijnen 
van regelviak (a) gaan, die natuurlijk bisecsccA^xv van K3 
zijn. Omdat ze a' ook snijden zijn het rechte van 't regel- 
viak (a'). De beide regelvlakken hebben die vier hjnen 
gemeen of m. a. w. de involuties hebben vier paren gemeen. 



§ 8. De I2 OP EEN RATIONALE Rj. 

Als bijzonder geval der axiale I3 ontstaat de quadratische 
involutie, zoodra de as van den vlakkenbundel unisecante 
wordt. 

Zijn omgekeerd de paren Ai, A^ en Bi. B^ cencr I^ gegeven 
en neemt men op de R3 'n willekeurig punt O dan gaat 
uit O maar één snijlijn / van Ai A^ en Bi B2, en wel de 
snijlijn der vlakken O Ai Aa en O Bi B^. Nu is / de as van 
den vlakkenbundel die de Ij doet ontstaan. Alle koorden 
Pi Pg rusten op l. Het in volutier egel vlak is dus quadratisch, 
want in elk vlak van den bundel ligt de lijn / en nog een 
lijn Pi Pa. Wordt O verplaatst dan kan natuurlijk 't regel- 
viak niet veranderen, waaruit wij zien dat de koorden de 
beschrijvende lijnen van 't eene stelsel vormen, terwijl de 
oneindig velen assen der vlakkenbuudels het andere stelsel 
voorstellen. De koorden zijn alle bisecanten, de assen uni- 
secaiiten. 

De dubbclpunten der I3 doen twee raaklijnen der R3 
ontstaan. 
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§ g. Toepassing voor n = 4. 

Stelt men in de algemeene uitkomsten 11^4 dan komen 
de resultaten voor dit geval te voorschijn. Maar als meer 
bepaald voorbeeld zal ik het geval 0^4 nog opzettelijk 
behandelen. 

Alle vlakken door de willekeurig in de i-uimte aangenomen 
as a, snijden de R4 volgens de groepen eener axiale I4. Het 
regelvlak p is van den graad q; de R4 vervult op p de rol 
van drievoudige kromme en de as 0; die van drievoudige 
rechte; het eerste bhjkt uit het feit dat Pi met drie toege- 
voegde punten verbonden wordt en het laatste is duidelijk 
wanneer men bedenkt dat de vlakkenschoof door een wille- 
keurig punt der ruimte op de Ri eene 1= bepaalt met drü 
neutrale puntenparen, d. w. z. door elk punt der as a gaan 
drie bisecanten. 

Maar p bezit nog een dubbelkromme n,l. de meetkundige 
plaats der punten Q. Weet ik hoe vaak Q op a komt, dan 
is de graad van (Q) bekend. De verwantschap (R, R') heeft 
tot symbool {3,3) en bezit 6 dubbelpunten R^R'. die 
tegelijk punten Q op « zijn. 

Echter is elk dubbelpunt een dubbele coïncidentie, zooals 
licht blijkt en er liggen zoodoende drie punten Q op de as 
a. Ten slotte blijkt nu de graad van de dubbelkromme (Q) 
te zijn 6, terwijl a natuurlijk tnsecanie van (Q) is. 

De vlakkenschoof door een punt P' der R, doet een I^ 
ontstaan met één neutraal elementenpaar, d. w. z. door elk 
punt der Rj gaat slechts één trisecante P'P"P'", terwijl 
tusschen die punten P eene I3 bestaat, die 2X3 = 6 paren 
met de axiale I4 gemeen heeft. 

De bijbehoorende trisecanten moeten allen de as « snijden; 
doch bedenkende dat zoo'n tiisecante drie paren der I4 bevat, 
komen we tot het beshiit, dat de as « door (6: 3) = 2 trise- 
canten wordt gesneden, die ook drievoudige rechten van p zijn, 

In de vlakke doorsnede t^ van het regelvlak p vinden 
we nui 

i**. Vier drievoudige snijpunten met de kromme Rt; 
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2<>. Zes dubbelpunten van de kromme (Q); 

30 Een drievoudig snijpunt van a; 

4". Nog twee drievoudige punten afkomstig van de zoo- 
even genoemde op p gelegene trisecanten. 

Trek ik al deze singulariteiten in den vorm van dubbel- 
punten genomen af van het maximum aantal der kromme 
ijjg, dan is het verschil 

•^Z -4X3-6-3-6-=.. 

Het regelvlak ^ is nu van graad 9 en van geslacht i, 
zooals ook te vinden is door afbeelding op een kegelanede. 



§ 10. De involutie lp. Het regelvlak (Pi P3). 
Op de ruimtekromme Rn is een involutie van den p''" graad 
lp gegeven, en wij verbinden aUe toegevoegde punten Pj.Pg 
door rechten. De meetkundige plaats dezer lijnen, of het 
regelvlak p door al die rechten gevormd, beschouwren wij in 
de eerste plaats. Dat de graad van p moet wezen 

n' = (n-i)(p-i) 
is niet moeilijk in te zien. Zoek slechts hoeveel rechten 
Pi Pa een willekeurige lijn / ontmoeten. 

Daartoe beschouwen we den vlakkenbundel (/), die op 
R„ een axiale I„ aanwijst, welke involutie (n ^ — i)(p — i) 
paren gemeen heeft met de reeds aanwezige lp. 

De verbindingslijnen dezer gemeenschappelijke paren liggen 
natuurlijk in vlakken door de as /; hun aantal wijst den 
graad van p aan. 

De rationeele kromme Rn laat zich punt voor punt af- 
beelden op een kegelsnede Kg, waarop wij dan eene in- 
volutie Jp terugvinden, met een omhullende, waarvan de 
klasse gelijk is aan (p — i), en waarvan het geslacht derhalve 
'/2 (p — 2) (p — 3) is. Want in 't algemeen is r =^ o en steeds 
is (3 = 0. 
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De rechten van 't regelvlak Pi Pg stemmen projectief 
overeen met de verbindingslijnen P' P" der paren van de 
Jp, waaruit mag' afgeleid worden dat het geslacht van het 
regelvlak p ook is 

g' = '/= (P — 2) (p — 3). 

Snijden we nu p met een plat vlak (J), dan is van de door- 
snede de graad n' en het geslacht g' bekend. Het totale 
aantal aanwezige dubbelpunten is dan 

Intusschen, de kromme R„ van uitgang is blijkbaar (p^ i)- 
voudige lijn op p en geeft dientengevolge in het vlak <p 
n punten die alle (p — i)-voudig zijn, dus samen Vi 
n (p — i) (p — 2) dubbelpunten vertegenwoordigen. 

Trekken wij deze af van het gevonden aantal, dan blijven er 

(-' " ■) ("• - ' 

over; m. a. w. op p ligt een dubhelkrommc waarvan de 
graad gelijk is aan dit laatste getal. 



§ II. Het geslacht van het regelvlak (Pi Pa). 
Volgens eene stelling(*) van Zeuthen geldt: «Bestaat 
tusschen de punten R van de kromme C^ en de punten R' 
van C"', eene verwantschap, waarin met één punt R overeen- 
komen |3' punten R' en met één punt R', j3 ptinten R, 
terwijl het k maal voorkomt, dat twee der j3 punten Ren a' 
maal dat twee der ^' punten R' samenvallen, dan zijn de 
goslachteïi D en D' van C en C' verbonden door de betrekking 

A^a'=-2,3'(D— i)~2/3(D'— 1). 
Om met behulp van dit verband, het geslacht van p te 
vinden, voeg ik aan het punt Pj toe het snijpunt S van de 

(*) Zie o. a. ^Nioiiw Archief voor Wiskunde,, deel XVU, 1890. \>\z. 16. 
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verbindingslijn Pa P3 met een willekeurig vlak (f). Aan elk 
punt Pi kan ik op die manier '/2 (p — i) (p — 2) punten S 
toevoegen derhalve 

3'=l(2{p-.)(p_2). 

Aan een punt .S" zijn blijkbaar toegevoegd (q— 2) punten Pof 

Aan Pj zijn toegevoegd Sgj, Sak en Ssk {k ^ 4 p). 

Wordt nu Pa = P3 = D dan is S^k = Sak- Bij Pj behooren 
dan (p — 3) dubbelpunten S. Elke groep met een dubbel- 
punt D levert dus (p — 2)(p — 3) dubbelpunten S. Dus is 

A' = 2 (p- i)(p_2)(p-.-3). 

Aan een dubbolpunt D zijn toegevoegd '/2 (p — 2} (p — 3) 

punten S. Er zijn 2 (p — i) dubbelpunten in de lp derlialvc is 

A = (p— i)(p~- 2)(p — 3). 

De verkregen waarden in de formule van Zeuthen 

voegende, vindt men, omdat j' ^ 2 j- is, achtereenvolgens 

- r = - 2 /3' - 2 (! D' + 2 (! (D = o). 

-(p-i)(p-2)(p-3)=-(p-i)(p-2)-2(p-2)D' + 

+ 2(q-2).-(p_,)(p-3) + (p-.)~2 = -2D' 

(p-3){p-.)-(P-3) = 2D' 

(P-3)(P-2) = 2D' 

D'_V2(p-2)(p-3)- 

En hiermee ïs de uitkomst van do vorige paragraaf 

teruggevonden. 



§ 12. De ruimtekromme waaraan j>iï vlakken 

(Pi P2 P3) ÜSCULEEREN. 
De p toegevoegde punten P eenér groep der 1,, kunnen 
drie aan drie door platte vlakken verbonden worden. Deze 
vlakken omhullen een zeker ontwikkelbaar oppervlak oi en 
osculeeren een ruimtekromme (M) die de keerkromme 
van 01 is. De 'klasse van dat oppervlak of van die ruimte- 
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kromme (M) wordt aangegeven door het aantal vlakken 
{Pi Pa P3) die in een willekeurig punt N samenkomen. 

Alle vlakken door N bepalen op de gegeven R„ een 
involutie 1^, welke met de lp gernenn hoeft 

V2(p— i){p— 2)(n — 2) 
drietallen. Door N gaan derhalve even zoovele vlakken 
Pi P2 P3, d. w. z. de klasse der kromme (M) is gelijk aan het 
genoemde getal '/2 (p — 1} {p — 2) (n — 2). 

Deze waarde kan ook anders bepaald worden. Twee 
punten Pi en P^ bepalen met het punt N een vlak, dat de 

punten Q3 Q„ insnijdt op de Rn. Deze punten Q voegen 

wij toe aan Pi en Pa, en beschouwen nu de verwantschap 
(Pk, QkO- k = 3 p, k' = 3 n. Een punt P be- 
hoort bij '/2(p — -iXp — 2) paren Pi,?^, dus bij evenveel 
vlakken (PiPaN), dus bij '/2 (p — i)(p— 2)(n — 2} punten 
Q. Aan den anderen kant bepaalt 'n punt Q den vlakken 
bundel met as (Q N), waardoor op R,, een !„ _ , ontstaat, die 
(p — i)(n — 2) paren Pi, Pa met de gegeven involutie lp ge- 
meen heeft. Aan elk punt Q zijn derhalve toegevoegd 
(p — i)(p — 2){n — 2) punten P^. De {P^, Qi,/) heeft nu tot 
symbool 

[(p_,)(p_,)(n-2), >/2(p-i)(p -2){n-2)]. 

Ontstaat een dubbelelement in deze verwantschap, d. w. z. 

valt één der punten P3 Pp samen met één der punten 

Q3 Q„, dan ontstaat een vlak {Pi,Pa,p3,N), dat drie 

coïncidenties bevat. Hieruit blijkt dat door N 

>fe(p-.)(p-2)(n- 2) 
raakvlakken gaan. 

Nu de klasse van (M) bekend is, geeft de genoemde stel- 
ling van Zeuthen het middel om het geslacht D' dier 
ruimtekromme te bepalen. 

Ik voeg het osculatiepunt M van 't vlak (Pi Pa P3) toe aan 

elk der punten P4 Pp; dan behooren bij het punt P4 

blijbaar V6(p — i)(p — 2}(p — 3) = /3' punten M. Verder is 
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(3 = (p — 3). Daar P4 wordt toegevoegd aan het raakpunt 
M^i van het vlak PaPtPi en eveneens aan Ms^, behooren 
bij het punt P4, zoodra het geval P2^P3^D ontstaat, 
'/2 (p — 3) (p — 4) paren Pk Pi dus even zoovele dubbelpunten 
M. ledere groep met een dubbelpunt D levert {p — 2)-maal 
zooveel dubbelpunten M. Daar er 2 (p ^ i) punten D zijn, is 

r' = {p — O (p — 2) (p — 3) (p — 4)- 

Is P4^P5, dan zijn er i/e {p — 2) (p — 3) (p — 4) punten 
Ml, waarvoor telkens, twee van de /3 punten samenvallen. 
Derhalve 

y=V3(p-i)(p-2)(p-3){p-4). 
Nu volgt uit 

^_,/=.2,3'(D-i)~-2/3(D'-i) 
daar D =: o is, 

% (p _ ,) (p _ 2) (p - 4) _ - Vi (p - .) (p - 2) - 2 (D' - ,). 

Na eenvoudige herleiding vindt men voor het geslacht 
van (M) 

D' = V6{2p-i)(p-3)(p-4). 

Een vlakke doorsnede cp van het ontwikkelbaar oppervlak 
omhuld door de vlakken (PjPïP3} is dus van de klasse 
Ic' = V2 (p — i) (p — 2) (n — 2] en van het geslacht D'. Volgens 
PlüCKER is 

D' ^ 1/3 (k' _ 1} (iï' _ 2) _ r' §' = o. 

Ilieiiiit is hot aantal der aanwezige dubbclraakvlakken te 
vinden. In elk vlak tp liggen dus 

^' = !/2(k'-. i)[k' — 2)-.D' 
dubbelraaklijnen; w heeft geen dubbelraakvlakken afkomstig 
van groepen P,,P2,P3, en P', P",P"', die in hetzelfde vlak 
liggen. 

Wel komen zij voort uit rechten van m die eikaar snijden, 
maar tot verschillende bladen behooren, zoodat de eene in 
een vlak Pi,P2, P3, de andere in een vlak Oi, 02,03, ligt. 
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Er zijn Ve (p — i) (p — 2) {p — 3)(n ~ 3) vlakken die 4 
punten Pi, Pa, P3, P4 bevatten. 

Voeg daartoe aan de punten Q welke het vlak Pi P^ P3 
op R„ insnijdt, de overige punten Pk toe. 

Aan een punt P zijn (p — i) punten P' toegevoegd, 
waardoor Ve (p — i) (p — 2) (p — 3) vlakken P', P", P'", en 
l/e (p _ i) {p — 2) (p _ 3) (n — 3) punten Q bepaald zijn. 

Uit een punt Q gaan V2 (p — i) (p — 2) (n — 2) raakvlak- 
ken, waaronder V2 (p — i) (p — 2) die Q met de toegevoegde 
punten Q', Q", verbinden. Door Q gaan derhalve '/2 (p — i) 
(p — 2}{n — 3) vlakken die een groep P', P", P'", bevat- 
ten; waaruit volgt dat aan elk punt Q zijn toegevoegd 
1/2 (p _ 1) (p — 2) (p — 3) (n — 3) punten P^. 

De verwantschap tusschen de punten P^ en Q heeft tot 
symbool 

[V6(p-,)(p-2)(p-3)(n-3), V2(p-i)(p-2)(p-3)(n-3)] 
en bezit ^k (p — i) (p — 2) (p — 3) (n — 3) coïncidenties. Deze 
coïncidenties liggen 4 aan 4 in één vlak, zoodat het aantal 
vlakken Pj, P3, P3, P4, is 

V6(p-i)(p-2)(p-3)(n-3)- 
Zulk een vlak bevat 6 rechten van p en is 4-voudig raak- 
vlak van w langs 4 verschillende rechten. Voor de kromme 
(M) is het een vlak dat in 4 verschillende punten osculeert. 



§ 13. Dualistische beschouwingen. 

In 't voorgaande hebben wij gezien dat de door een lp 
gerangschikte punten eener Rn een regelvlak p bepalen met 
daarop gelegen bijzondere krommen. En ook dat zij ccn 
ruimtekromme (M) aanwijzen. 

Vervangen wij nu elk punt der Rj, door zijn osculatie- 
vlak of m. a. w. beschouwen we de Rn als omhullende harer 
osculatievlakken, dan gaat iedere verbindingslijn Pj P2 van 
het genoemde regelvlak p over in de snijlijn der osculatie- 
vlakken «1 en «3 in de punten Pi en P^. De toegevoegde 
osculatievlakken doen derhalve weder een regelvlak (x) ont- 
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staan. Verwisselen wij graad met klasse dan volgt uit het 
voorafgaande dat de graad van («) moet zijn 
n'=.V2(p-i)(k-i). 
Maar deze is even goed rechtstreeks te bepalen. Ut zoek 
het Eiantal rechten die een willekeurige rechte / snijden en 
merk hiervoor op, dat de osculatievlakken uit de punten van 
/ een 1^ op de Rj, vormen; (wanneer k de klasse van R„ is). 
De aldus bepaalde Ik heeft met de bestaande lp gemeen 
(k — i) (p— i) paren, d. w. z. er zijn '/2 (k — i) (p— i) 
snijlijnen van toegevoegde vlakken, die de lijn / snijden. 
Dus volgt 

■.■ = .;!(p-,)(k-i). 

De verbindingslijnen Pi P^ stemmen projectief overeen 
met de snijlijnen van de osculatievlakken oii en Xi- Het 
geslacht van ^ is daarom ook het geslacht van [d) of 
g' = V2(p— 2)(p— 3). 

Het vlak «^ wordt door (p — i) vlakken « gesneden en 
bevat (p — i) rechten van («); «i raakt aan (p ^ — i) bladen 
van (a:) en is '/2 (p — i) (p — 2)-voudig raakvlak. Derhalve 
zijn al de osculatievlakken der kromme Rn '/2 {p — i) {p — 2)- 
voudige raakvlakken aan het regelvtak (it). 

Op (pi) ligt ook de kromme (S) diè de meetkundige plaats 
is der snijpunten van drie toegevoegde osculatievlakken a,. 
Voor haar gfaad geldt nu 

n'_i/a(p-,)(p-2)(k-2) 
en voor 't geslacht onveranderd. 

g' = V6(2p— i)(p— 3)(p — 4)- 



§ 14, KUBISCIIE INVOLUTIES VAN DEN EERSTEN EX 
TWEEDEN GRAAD OP KUBISCHE RUIMTEKROMMEN. {*) 

In aansluiting met de eigenschappen der I' op een vlakke 
Cj met een lus {zie Hoofdstuk II) volgl hier de behandeHng 

(*) ijAN BE VhIës». Nieuw Archief voor Wiskunde. Tweede reeks, 
Vierde deel, loi — 106. 
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der 1= op een cubische ruimtekromme Rg, ingesneden door 
den vlakkenschoof met centrum M. 

We leggen door een wülekeurige koorde der Rg een 
vlakkenbundel en brengen hierdoor de I' punt voor punt 
over op een willekeurige rechte g; wij zien dan op g een 
J= ontstaan. Nu is deze involutie voor te stellen door de 
trihneaire vergelijking 

ao Xi Xa Xj + aj 2 Xi Xa + ag 2 X -|- aa ^ o. 

Hieruit bhjkt dat door een willekeurig punt M der ruimte 
drie osculatie vlakken gaan. 
Wanneer men heeft 

ao Xi xa + ai (xa + xg) -|- a^ = o, 
ai xa X3 + a<j (xa -|- Xi) -|- ag = o, 

wordt Xi onbepaald. De verbindingslijn dor neutrale punten 
Pa Pa moet derhalve door M gaan m. a. w. door elk punt M 
der ruimte gaat één bisecante. 

Wij herinneren ons verder dat reeelc neutrale punten op 
imaginaire drievoudige punten wijzen en omgekeerd, terwijl 
wanneer twee drievoudige punten samenvallen daar ter plaatse 
ook een neutraal dubbelpunt ontstaat. 

Zijn de neutrale punten Pi en Pa reëel, dan is de koorde 
M Pi Pa ook reëel, maar gaat door 't punt M slechts één 
bestaanbaar osculatie vlak. Men mag echter het punt M op 
da lijn M Pi P3 laten verechuiven, het paar P^ Pa zal toch 
neutraal paar der komende I^ blijven. In 't algemeen geldt 
dus: Door elk punt van een reëele koorde gaat slechts één 
bestaanbaar osculatievlak en door elk punt van een imaginaire 
bisecante gaan drie reëele osculatievlakken, terwijl door elk 
punt van een raaklijn, behalve het tweemaal te teUen osculatie- 
vlak van het raakpunt, nog een osculatievlak gaat. 

Stel dat de wortels Xi, Xj en X3 der vergelijking 

bo x3 + 3 bi x2 -f- 3 ba X 4 bg = o 
een tripel (B) der y bepalen. Dan Is 
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Zetten wij deze waarden in de vergelijking der J'^, dan 
lïomt men tot de voorwaarde: 

aa bo — 3 ag bi + 3 ai ba — ao ba = o. 

Wegens de symmetrie dezer betreliking mogen we beslui- 
ten dat nu evenzoo de drievoudige punten Aj.Aa, A3 een 
drietal zullen vormen van die J', waarvan B|,B2,B3 de 
drievoudige punten zijn. 

Aan de laatste vergelijking is te voldoen als men neemt 
bo ^ a<i, b| = ai, b2 ^ aj, b3 = as 
d. w. z. de drievoudige elementen der J^ stellen ook een 
drietal toegevoegde punten dierzelfde involutie voor. 

Stereometrisch beteekent "t dat de oscidatiepunten der drie 
osculatievlakken door M in één vlak /j. (nulvlak) liggen dat 
door M (nulpunt) gaat. Maar wegens de bestaande sj'm- 
raetrie geldt algemeen: 

Wanneer het vlak y di-ie punten B,, B3, B3 en het snijpunt 
M der osculatievlakken van Aj.Ag, A3 bevat, dan bevat het 
vlak Ai,Aa, Aa^^A het snijpunt N der osculatievlakken van 
Bi.Ba.Bj. 

We voegen op deze wijs punt en vlak in de ruimte aan 
elkaar toe, zoowel in 't geval in het vlak werkelijk drie 
bestaanbare punten liggen als wanneer door een punt drie 
bestaanbare osculatievlakken gaan. 

Gaat uit een punt M slechts één reëel osculatievlak en is 
Al het osculatiepunt dan kan men door M een vlak y leggen 
dat de R3 in de reëele punten Bi.Ba, B3 snijdt 

Is N het nulpunt van y dan is het nulpunt fj. van M 
bepaald door de drie punten M, N en A]. 

Snijdt het vlak ^ de kromme slechts in één reëel punt Ai, 
dan kunnen wij in 1/. een punt N kiezen waardoor drie 
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bestaanbare osculatievlakken loopen hel nulvlak v van N 
bepalen. Nu is het snijpunt van 't osculatievlak van A, met 
de vlakken ^ en v, het nulpunt van ^. 

Uit 't voorgaande blijkt 

i^. 't punt M ligt in vlak fi 
s N ^ » » u 

2e. 't punt M ligt in vlak y 
. N .. .. . ,., 

Dus de lijn M N moet de snijlijn der vlakken ^^ en > zijn, 
of anders. 

«Wanneer het punt N in 't nulvlak van M ligt. is ook M 
in het nulvlak van N gelegen.;^ 

§ 15. We beschouwen M en N als middelpunten van 
twee vlakkenschooven. Blijkbaar zal nu de vlakkenbundel 
door de lijn M N die tripels insnijden welke gemeen zijn 
aan de beide involuties J' door M en N bepaald. 

Zij vormen eene cubische involutie I3 die derhalve voor 
te stellen is door de twee trilineaire vergelijkingen: 
l ao Xi Xa X3 4" ^1 2 X| Xs + a^ S X + ag ^^ o 
i bo X| Xa xa + b] S Xi Xg -)~ ba 2 X -|- ba = o 

Wij maakten hiervan reeds in Hoofdstuk III gebruik, 
Stelt men X3=X3 dan krijgt men na eliminatie van X| 

ter bepaling van de dubbelpunten der Is de volgende ver- 

gehjking 

I au x2 -1- 2 ai X + aa, ai x2 -^ 2 a^ x + a^ | 

I bo x2 + 2 bi x4- ba, b, x2 + 2 bsx+ b3 I 

waaruit blijkt dat de I3 vier dubbelpunten bezit. Hiermee 
gaat samen dat door de as M N vier raakvlakken aan R3 
gaan of dat elke rechte der ruimte door vier raaklijnen ge- 
sneden wordt. Het ontwikkelbaar raaklijnenoppervlak der 
R3 is derhalve van den vierden graad. 

Snijdt de as van den vlakkenbundel de R3, dan ontstaat 
eene quadratische involutie Ia. Deze heeft slechts twee 
dubbelpunten zoodat nu de as buiten de Rg nog door twee 
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raaklijnen gesneden wordt. Elke; unisccante wordt door 
twee raaklijnen ontmoet; de beide andere zijn samenge vallen 
tot de raaklijn in het snijpunt der unisecante met de R5, 
zoodat wij zien dat de cubische Icromme keerkromme is van 
haar raaklijnenoppervlak. 

Nemen we de doorsnede van twee osculatie vlakken als as 
van een vlakkenbundel dan bezit de op g geprojecteerde Ij 
twee drievoudige punten. Hebben deze de coördinaten 
X = p en X = q, dan kan de vergelijking der bedoelde Ig 
geschreven worden in den vorm 

(X _ p)3 = A (X - q)3; 

dus is X — p = A V3. (x — q) 

Geven we nu één punt Xi dan vinden wij, omdat de iy x 
maai- één bestaanbare waarde bezit en p zoowel als ^ reëel 
zijn, voor Xg en X3 twee toegevoegd imaginaire punten,. 
De bedoelde I3 heeft dus dit eigenaardige dat al hare drie- 
puntige groepen slechts één bestaanbaar punt bezitten. 

§ 16. We leggen door de willekeurige lijn / een vlak tt, 
dat de R3 in Ai.Aj en A3 snijdt en noemen het nulpunt Pi. 
Draait 't vlak ;;- om /, dan loopt Pi over een rechte /'. 
Immers, zijn M en N twee punten van /, dan moeten de 
bijbehoorende nulvlakken /j, en v door Pi gaan. De punten 
M en N zijn vast en de punten ^ en y ook. De snijlijn 
van fj. en v is dus de genoemde lijn l'. De bisecante Pi Q2 Q3 
bepaalt met /' een vlak, dat nog een punt Qg op Rg aanwijst. 
De lijn Q, Q3 snijdt op l' een punt P^ in, dat nu natuurlijk 
het nulpunt is van 't vlak {P3 /}. Zoo geeft Qi Q^ op /' een 
punt Pg aan, dat evenzoo het nulpunt van 't vlak (Pj /) 
voorstelt. 

Wij zien hieruit dat de punten (P) een kubischc involutic 
op /' voiTnen, die uit de as / geprojecteerd wordt door een 
kubischen vlakkenbundel, waarin (Pi /) (P^ /) Pg /) een drietal 



Laten wij het vlak ^ in een raakvlak der R3 overgaan, 
rakende in 't punt Ai^Ag^Aia, dan is de raaklijn ajg in 
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dat punt te beschouwen als grensstand der doorsnede van 
twee osculatievlakken in dat punt. Het nulpunt P van t 
is nu 't snijpunt van au met 't osculatievlak in A3. De TEiak- 
lijn ai2 stelt dan de bisecante uit P' voor, zoodat A,2 een 
paar P,, Qg der involutie (Q) voorstelt. Het blijkt dus, dat 
de 4 dubbelpunten der involutie (A) tegelijk de dubbelpunten 
der involutie (Q) zijn. Maar 4 punten der Rg kunnen slechts 
de dubbelpunten van twee involuties Ig vertegenwoordigen, 
want de vier raaklijnen in die punten hebben altijd slechts 
twee transversalen / en /'. Deze / en l' zijn de assen der 
beide bundels, die de involuties moeten insnijden. We noemen 
de involuties op / en op /' toegevoegd. Tusschen hen bestaat 
de wederkeerige betrekking, dat elk paar der eene involutie 
het neutrale paar is eener kubische involutie van den tweeden 
graad waarvan de drievoudige elementen een drietal der 
tweede involutie vormen. Zoo Ugt bijv. het paar Qi, Q^ op 
de bisecante Pi Qi Qa. De vlakkenschoof uit Pi snijdt op 
de R3 eene J= in, waarvan 't tweetal Qi Qg 't neutrale paar is. 
Tevens gaan uit Pi ook drie osculatievlakken aan Rg, die 
drie drievoudige elementen Ai A3 A3 der J' aanwijzen. Maar 
volgens 't voorgaande liggen nu de drie punten Aj A^ A3 
in 't vlak n, dat door / en Pi gaat, en vormen zij dus een 
drietal der involutie (A). 

Hoort / tot een stralenbundel waai-van 't middelpunt het 
nulpunt van zijn vlak is, dan valt /' met / samen. Men 
krijgt dan eene involutie die aan zichzelf is toegevoegd. 

Zooals reeds vroeger werd opgemerkt, kan eene I3 niet 
alleen door twee drietallen maar ook door één drietal Ai A3 Ag 
en twee paren Bj, Bg en Ci, Cg volkomen bepaald worden. 

Het bhjkt ook hier. Immers de as van den insnijdenden 
bundel is dan de lijn, die de snijpunten van Bj Ba en Ci C^ 
met 't vlak Aj Ag A3 verbindt 

Geeft men vier puntenparen, dan hebben de door hen be- 
paalde koorden twee transversalen, die de assen kunnen 
voorstellen van twee bundels. Door vier paren zijn derhalve 
twee kubische involuties aangewezen. 

Bestaat op R3 eene biquadratische involutie I4, dan vormen 
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de vUikken, die elk drie toegevoegde punten bevatten, 
een stelsel zoodanig, dat door een punt Pj drie van die 
vlakkeng aan n.1. Pj P^ Pj, Pi Pa P4 en P, P5 P4. Zij osculeeren 
derhalve een tweede kubische ruimtekromme. Bedenken we 
dat de I4 door twee quadrupels bepaald is, dan vinden we 
hieruit de stelling: dat de vlakken van twee in een Rg be- 
schreven tetraëders osculatie vlakken zijn aan een tweede R3, 

Drie op Rg willekeurig gekozen viertallen bepalen eene 
biquadratische involutie van den tweeden rang I'. 

Vormen Pi, Pb, Pa, P4 een groep dezer V dan gaan door 
de koorde P, P^ twee vlakken Pi P^ P3 en Vi Pa P4, <3ie elk 
een tripel der involutie dragen. Die vlakken omhullen der- 
halve een quadratisch involutieoppervlak. Wij zien hierdoor 
de stelling bewezen dat drie willekeurige ingeschreven 
tetraëders cener R3 aan een zelfde quadratisch oppervlak 
omgesclireven zijn. 
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HOOFDSTUK V, 

§ i. Rationale Ruimtickrommek, 
Algemeene eigenschappen. 

De vlakken der ruimte snijden op een rationale ruimte- 
kromme van den w^" graad eene involutie IJ in. 

Twee punten A en B, die op de ruimtekromme R„ als 
vast aangenomen worden, bepalen de as van een vlakken- 
bundel, die op Rn eene \_^ afteekent Deze involutie 
bezit 2 (n — 3) dubbelpunten, of anders. 

«Door elke bisecante gaan 2 (n — 3) raakvlakken aan de Rn*. 

Het gevolg is dat (wanneer A^B, d.w, z. wanneer de 
as A B raaM\x\ wordt aan de Rn) «door elke raaklijn 2 (n — 3) 
vlakken gaan die nog ergens anders raken». Het zijn alle 
dubbelraakvlakken, met raakpunten A en R. De raaklijnen 
in de punten R snijden de raaklijn in A, dus 

«ledere raaklijn wordt steeds door 2 (n — 3) andere gesneden.» 

De vlakken door een willekeurig punt P der ruimte (vlakken- 
schoof P) geven op de Rn een I^ aan, met 3 (n — 2) drievoudige 
punten, d. w. z. 

«Door P gaan 3 (n -- 2) osculati e vlakken of de klasse der 
ruimtekromme is 3 (n — 2)s. 

De vlaltkenschoof door P. bepaalt eene I^. die 2 (n — 2) 
(n — 3) groepen met twee dubbelelementen bezit dus 

«Door elk punt der ruimte gaan 2 (n — 2) (n — 3) dubbel- 
raakvlakkens. 

Ligt P óp de kromme dan wordt een 1^_ ingesneden 
met 3 (n — 3) drievoudige punten, dus 

«Door elk punt van de kromme Rn gaan 3 (n — 3) osculatie- 
vlakken die ergens anders osciileeren. » 
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De I^ _ , bezit - 

«Door elk punt der ruimtekromme R„ gaan U2 (n _ 2) 
(n — 3) trisecanten». 

De P _ , moet 2 (n — 3) (n ^ 4) groepen met twee dubbel- 
elementen bezitten, dus 

«Door elk pimt der R„ kunnen 2 (n — 3) (n — 4) dubbel- 
raakvlakken gebracht worden.» 

De vlakken der ruimte snijden op de R„ een involuüe 
I^ in, die 4 (n — 3) viervoudige elementen bezit, waaruit volgt 

«De rationale ruimtekromme Rn bezit in 't geheel 4 (n — 3) 
vierpuntige osculati e vlakken {stationaire vlakken)». 

Ook is bekend dat de D bezit - ' — (n — 3) (n — 4) (n — . 5) 

groepen met drie dubbelpunten d. w. z. 

*De rationale ruimtekromme Rj, bezit in 't geheel */3 (n^3j 

(n — 4) (n ^ 5) drievoudige raakvlakken.» 

De P bezit V2 (n — i) (n — 2) neutrale 'elementen, of 
«Door elk punt der ruimte gaan Vz (n — ^ i) (n — 2) ètse- 

canten». 



§ 2. Centrale projectie der R^. 

De rechten die de ruimtekromme uit het willekeurig in 
de ruimte genomen punt P projecteeren, vormen een kegel- 
oppervlak van den n'" g-raad. 

Het willekeurige vlak cj) snijdt den kegel volgens eene 
vlakke kromme kn, die een zeker aantal dubbelpunten zal 
bezitten. Immers, gaat door P een bisecante, dan is die 
te beschouwen als doorsnede van twee bladen. In <p levert 
zoo'n bisecante dan een dubbelpunt, en in 't geheel komen 
er '/2 (n — 1) {n — 2) dubbelpunten in (p. Dit aantal is 
echter het maximum aantal dat een vlakke kromme van 
den M=" graad kan vertoonen. Het geslacht der kromme 
kn is dus nul. 

Komt het punt P op de Rn dan wordt de projectickegel 
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van den graad (n — i). De vlakke kromme ïn ;^ is nu van 
den graad (n — i ) en bezit hoogstens 

^^~3.^.nA^ dubbelpunten. 

Toch blijft het geslacht dor vlakke kromme nul, want 
door P gaan Va (n — 2) (n — 3) trisecanten die juist het 
vereischte aantal dubbelpunten in $ doen ontstaan. 



!; 3, RA.'VKVf-AKKEN KX R^AKU)XI^^'. 

Het plint P buiten de Rn is de top van een kegel van 
den rf-^ graad. 

In de doorsnede ^ lag de vlakke kromme k^ met Va {n ^- i) 
(n — 2) dubbelpunten, Dt; klasse van kj, is dus 
n (n — 1) — (n — i) (n — 2) = 2 (n — i). 

Uit elk willekeurig punt Q van (^ gaan 2 (n — 1) raak- 
lijnen aan de vlakke kromme k„; bijgevolg gaan door de 
lijn P Q evenveel raakvlakken aan Rq. 

Ligt P óp de ruimtekromme dan gaan in i^ door elk punt Q 
2 (n — 2) raaklijnen. Door elke unisecante gaan derhalve 
2 (n — 2) raakvlakken aan de ruimtekromme. 

Anders; 

De vlakkcnbundel door de willekeurige lijn / geeft op de 
Rn een I', met 2 (n — -ij dubbelpunten. 

Door elke lijn / in de ruimte gaan dus 2 (ti — 1) raak- 
vlakken, vifaarin een even groot aantal raaklijnen die /snij- 
den. Het ontwikkelbaar raaklijnenoppervlak is van den 
grand 2 (n — 1). Wegens de projectieve overeenstemming 
tusschen de punten der Rn enhunneraaklijnen ishet^c^ï/iïc^/ 
van het raaklijnenoppervlak nul. 

De vlakke doorsnede q> levert nu een vlakke kromme 
ka (n - .) van het geslacht nul. Ze moet blijkbaar (2 n — 3) 
(n — 2) dubbelpunten bezitten, die op het bestaan eener 
' op het raaklijnenoppervlak wijzen. Maar de 
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97 
raaklijnen in twee opvolgende punten der Rn snijden ellïaar, 
d. w. z. de ruimtekromme zelf is keerkromme van het raak- 
lijnenoppervlak, In ontstaan n snijpunten met die keer- 
kromme, dus n keerpunten. 

Voor den graad der i/MÓ^e//&röMMC ophoLraaklijnenopper- 
vlak wordt alzoo gevonden: 

(2 11 " 3) (n - 2) - 1 - 2 (n - ■) (n - 3). 

Nemen we voor / een secante, dan geeft de vlakkenbun- 
del / op de R^ een I„ _ , met 2 (n — 2) dubbelpunten, of 
door / gaan 2 (n ^ 2) raakvlakken, die buiten /de R„ raken. 
Het raakvlak door / telt derhalve voor twee. 

Nemen we de lijn / als ^M(;cante dan geeft de vlakken- 
bundel door / op de R„ een In _ 2 met 2 (n — 3) dubbelpunten 
Door een bisecante gaan 2 (n — 3) raakvlakken, terwijl elk 
raakvlak in de steunpunten voor twee geldt. 

-Beschouwen we de raaklijn als grensgeval van een bise- 
cante dan blijkt dat door elke raaklijn gaan 2 (n — 3) dubbel- 
raakvlakken. [Zie § I.] 

Is de lijn / trisecante dan snijdt de vlakkenbundel door 
/ op de R„ in een !„ _ j, met 2 (n — 4) duobelpunten. Door 
elke trisecante gaan derhalve 2 (n - 4) raakvlakken. 

Uit een willekeurig punt A der ruimtekromme gaan 
1/2 (n — 2) (n — 3} trisecanten [zie § i], die de kromme elk 
nog in twee punten B zullen snijden. De verwantschap 
tusschen de punten A en B is blijkbaar symmetrisch en 
heeft tot kenmerkend geval 

(1. - i) (11 - 3); 

zij bezit derhalve 2 (n — 2) (n — 3) dubbelpunten. Deze pun- 
ten" A^B wijzen raaklijnen aan, die de kromme snijden In 
de punten B'; deze snijpunten moeten punten der dubbel- 
kromme van het ontwikkelbaar oppervlali der raalilijnen zijn. 
DerhEilve ^^^rpunten. Zoo zijn er dus 2 (n — 2) (n — 3). 

ledere raaklijn wordt door 2 (n — 3) raaklijnen gesneden. 

De raakpunten van elkaar snijdende raaklijnen vormen 
eene symmetrische verwantschap [2 (n — 3)]. Deze heeft 
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met de verwantschap [(n — ■ 2) (n — 3)] der punten (A, B) 
een aantal paren g-emeen dat gevonden wordt door de for- 
mule 2 (n — 2) (n — 3)2. Van deze gemeenschappelijke paren 
zijn er 2 (n — 2) (n — 3) afkomstig van de raaklijnen die de 
R„ snijden. De overschietende 2 (n — 2) (n — 3} (n - - 4) 
paren wijzen op het aantal malen dat de raaklijnen in twee 
punten van een zelfde trisecante elkaar snijden. De dubbel- 
punten der [3 (n — 3)] zijn de raakpunten der stationaire 
raakvlakken (planaire buigpunten). 

Zij liggen ook op de dubbelkromme. 

Dan wordt tevens een trisecante door de onmiddellijk 
volgende gesneden en vormt een z.g. «ribbe» vanhetregel- 
vlak der trisecanten. 



•5 4, OSCU:.ATrEVI,^KKEM KN DUBBELRAAKVLAKKKK. 

Het raakvlak door de raaklijn a in een punt A der ruimte- 
kromme en door een willekeurig punt P der ruimte wijst (n . — 2) 
punten B aan op R„. Een lijn BP bepaalt een vlakken- 
bundel, waarin 2 (n — 2} raakvlakken. Met één punt B komen 
dns 2 (n — 2) punten A overeen. 

De verwantscliap tusschen de punten A. en B heeft nu 
tot symbool 

met 3 (n — 2) coïncidenties A^B d. w. z. 

«Door elk willekeurig punt der ruimte gaan 3 (n — 2) 
osculatievlakken * . 

De genoemde verwantschap heeft 4 (11 — 2)(n — 3) vcr- 
takkingspunten. 

In die gevallen ontstaan dubbelraakvlakken n.1. wanneer 
twee punten B samenvallen. Maar zoo'n dubbelpunt B is 
ook als een punt A te beschouwen en dan is A ook een 
dubbelpunt. Elk dubbelraakvlak telt dus tweemaal. Hun 
aantal is dus 2 (n ^ 2) (n — 3). 
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99 
De vlakkenschoof door F geeft hetzelfde resultaat. (§ i.) 
Door een punt P der ruimtekrommen gaan 3 (n — 3) osculatie- 
vlakken die elk (n — 4) punten Q op Rn aanwijzen. De 
punten P en Q zijn blijkbaar in een symmetrische verwant- 
schap verbonden die voorgesteld kan worden door het symbool 

[3(1 -3) ("--4)]- 
Hierin komen 6 (n — 3}(n — 4) elementen voor die aan 
zich zelf zijn toegevoegd, d. w. z.: 
6(n — 3)(n — 4) osculatievlaliken raken nog ergens anders. 

Het laatste stelsel bezit bovendien 6 (n — 3) (n — 4) 
(311^— 21 n -[- 35) vertakkingselementen. Tot deze vertak- 
kingselementen behooren ook de 6 {n — 3) (n — 4) (n — 5) 
punten die met een coïncidentie P^ Q in een zelfde osculatie- 
vlali liggen. 

Zoo blijven nog over 

6(n.-3){n-4)(3n2~22n+4o) 
paren van vortakkingsptmten P, Q. Dus 

3(n — 3)(n_4)=(3n— 10) 
paren van os culatie vlakken die een koorde gemeen hebben. 



§ 5. Oppervlak, dkr bisecanten, rustkkde op 
een rechte lijn, 
Een willekeurig plat vlak door een lijn l wordt door de 
Rn in n punten gesneden, die V2 n (n — i) ètsëcuaten be- 
palen. Uit elk punt van / gaan V2 (n _ i) (n — 2) bisecanten. 
De lijn 1 is dus een '/2 (n — 1) (n — 2)-voudige lijn en het 
oppervlak O der bisecanten is blijkbaar van den gTaad 
1/2 n (n - O + '/2 (n _ i) (n - 2} = (n - i)^. 
Een willekeurige rechte lijn in de i-uimte wordt derhalve 
door (n — i)^ bisecanten gesneden, hetgeen ook direct blijkt, 
wanneer we door de laatst bedoelde lijn en vlakkenbundel 
leggen. Die heeft dan tot doorsnede met de kromme een I,,. 
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op de Rn zijn nu twee involuties van den n™ graad aan- 
wezig die (n — i)^ gemeensciiappelijke paren hebben. De 
verbindingslijnen dezer paren zijn, bisecanten, die de lijn l 
maar ook de andere rechte snijden. 

Het raakvlak aan O in één der n snijpunten S, van Rn 
met een vialc door / bevat de raaklijn s, in Si aan Rn en 
één der bisecanten Si Sg, Si Sn. 

In elk punt der ruimtekromme R„ bestaan nu (n ^ i) 
raaltvlakken aan het oppervlak O der bisecanten d. w. z. 
Rn is een (n — i)-voudige lijn op O. 

Beschouwen we de n in een vlak door / gelegen snij- 
punten S met de i-uimtekromme, dan geven de snijpunten 
van in dat vlak gelegen bisecanten diibbclp\mt&T\ Q afkomstig 
van de op O gelegen dubbelkromme. 

De graad dezer dubbelkromme (Q) is (zie Involuties op 
Rationale Krommen) 

1/8 („-.-,) (n - 2) (n-, 5) (311 -4). 

Nemen we de lijn / als secante in het punt S, dan valt 
het oppervlak der bisecanten O uiteen in den kegel van den 
graad (n — i), die de Rn uit S projecteert en een rcgelvlak 
van den graad 

(n_ ,J2-{n-i) = (n-i)(n-2). 

Elk vlak door de secante l snijdt behalve het steunpunt 
Si nog (n — i) punten Sg Sn in. Men heeft in Sg klaar- 
blijkelijk (n — 2) raak:vlakken welke de raaklijn in 82 ver- 
binden met de bisecanten S2 S3 Sa Sa. In elk punt der 

Rn zijn dus (n — 2) raakvlakken aan het oppervlak der 
bisecanten. De ruimtekromme Rn is op dat oppervlak een 
(n — 2)-voudige lijn; (n — 2) bladen van het oppervlak O 
gaan door de ruimtekromme. 

De as / van den vlalïkenbundel blijft V2 (n — i) (n — 2')- 
voudig. In elk vlak door /bevinden zich nog (n ~ - i) punten 
S. Zij geven 
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punten Q aan, en men vindt dat de dubbelkromme (Q) van 
den graad Vs (n ~ 2) (n _ 3) (n — 4) (3 n — 7) is. 

De lijn / kan ook öisccante Si Sj zijn. Dan ontstaan twee 
kegels van den graad (n — i). Het overschietende regei- 
vlak is nu van den graad 

(„_,p-"2(n-0 = (n-i)(n-3)- 
De lijn / is in dit geval 

[1/2 (n — i) (n — 2) — i]-voudig. 
In het punt S3 zijn nu (11 — ■ 3) raakvlakken. De ruimte- 
kromme is (n ^ 3)-voudige lijn op O. 

De dubbelkromme (Q) is nu van den graad 

V8 (n - 3) (n - 4) (n - 5) (3 n - 10). 

[Elke bisecante S3 S4 bepaalt met /een vlak en aan iedere 

bisecante zijn dus (n ^ 4) punten S5 S„ toegevoegd, 

terwijl door elk punt S3 en / één vlak gaat, dat nog (n — 3) 
punten S4 Sn bepaalt of 1/2 (n — 3) (n — - 4) bisecanten.] 

Nemen we een irispcd.nt% Si Sa S3 als cj eener vlakken- 

bundel dan wordt op de R„ eene !„ _ 3 bepaald. De trise- 

cante zelf is een [1/2 (n — i) fn — 2) ~ 3]-voudige lijn op 

het oppervlak der bisecanten, dat nu van den graad 

(n_i)«-3(n_,) = (n-i)(n-4) is. 

Is het punt S4 zijn nu (n — 4) raakvlakken. De Rn is 
op O een (n — 4)-voudige lijn. De graad der dubbelkromme 

(0) zal zijn 

./,(n_6)(n-4)(n-5)(3n- 13). 



§ 6. Oppervlak der Tkisücanten. 

Om den graad n' van het oppervlak der trisecanten te 

vinden, beschouwen wij de verwantschap tusschen twee op 

een zelfde trisecante gelegen pimten Pk en zoeken het aantal 
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paren welke zij gemeen heeft met de axiale involutie I„ be- 
paald door een willekeurige lijn a. 

Uit elk punt Pi der R^ gaan Vz (n — 2) (n — 3) trise- 
canten waarop (n — 2} (n — 3) punten P^, P3. 

De symmetrische verwantschap tusschen de punten Pk heeft 
dus tot symbool 

[(n-!)(n-3)]. 

Zij heeft met de axialo !„ 

(n-i)(n-2)(n-3) 
paren gemeen. Maar met één trisecante vallen drie koorden 
samen. De lijn a wordt derhalve door 

■;3(n-0(n-.-.2)(„_3) 
trisecanten gesneden. 

De graad van het trisecanten re gel vlak blijkt dus te zijn 

n' = i;3(n-i)(n-2)(ii-3). 

Een vlakke doorsnede (p is van den zelfden graad n'. 

De ruimtekromme zelf is een V2 (n — 2) (n — 3)-voudige = 

p-voudige kromme op het regclvlak. De in i) gelegen 

kromme is dus van geslacht 



§ 7. Normalen der R^. 
Staat de lijn I' Q in het punt Q loodr(?cht op de ruimte- 
kromme dan zal de bol met centrum P en straal P Q de 
Rn in het voetpunt Q der normaal aanraken. Is het punt 
P een vast punt, dan bepaalt elk punt Q der ruimtekromme 
één bol met centrum P, en deze bol geeft meteen nog 
(2 n — 1) punten op Rn aan. Zoo worden de punten der 
ruimtekromme gerangschikt in ee« l^^ door middel van con- 
centrische bollen. Deze involutie bezit 2(2n— i)^4n — 2 
dubbelpunten, die evenwel niet alles op normalen door P 
wijzen. Immers het vlak in 't oneindige, dubbel geteld, is 
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de ontaardingsvorm die de bol met oneindig groote straal 
oplevert; de n snijpunten der Rn met het vlak in 't oneindige 
geven dus geen normalen ofschoon die snijpunten dubbel- 
punten der lïn zijn. 

St: «Door elk willekeurig punt P der ruimte gaan der- 
halve (3 n — 2) normalen». 

Uit elk punt van een willekeurige lijn / gaan (3 n — 2) 
normalen. 

Een vlak cf) door / geeft n snijpunten S met Rn. Het nor- 
maalvlak in S snijdt ^ volgens een lijn die in S normaal 
is. De lijn l wordt nu blijkbaar door n m. <^ gelegen nor- 
malen gesneden. 

De graad van het regelvlak O. der normalen die allen 
de willekeurige lijn l snijden is dus 

(41-4 

op het regelvlak O komt voor een dubbc'^-{oxwa% Q. 

Elk vlak door / geeft n normalen gelegen in dat vlak; dus 

snijpunten, die nu dubbelpuntcn Q zijn d. w. z. 

punten Q waaruit ^üee normalen gaan. 

Maaj,- op de lijn / komen ook zulke punten Q te liggen. 

Wijs ik de n snijpunten van / met de n normalen die 
in elk vlak door / zijn gelegen, door de letters Ti ... T" aan 
dan bestaat tusschen de op / gelegen punten T een sym- 
metrische verwantschap. Uit Ti gaan 3 (n ~ 2) normalen, 
die (3 n — 2) vlakken (p door / bepalen, terwijl in elk vlak 
(p weer (n — i ) punten T^ liggen. 

Het kenmerkende getal der genoemde verwantschap is dus 

met 2 (n — i) (3 n — 2) coïncidenties welke dan dubbelpunten 
zijn die op l liggen. Doch is D zoo'n coïncidentie, dan 
liggen twee normalen door D in één vlak met / en bij elk 
dier beide normalen behooren nu (n — 2) toegevoegde punten, 
in plaats van (n — i). Zoo'n punt D is derhsÜYe een duè dele 
coïncidentie. Op de lijn / liggen zoodoende 
(n-i)(3n-2) 
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punten Q, waardoor ten slotte blijkt dat de graad van (Q) is 
ifcn(„-,) + (n-,)(5ii-2) = V2(n-,)(7n-4). 
Beschouwen we thans het regel vlak gevormd door de 
normalen die op een bepaalde krgclsncde k2 rusten, Uit elk 
punt van ka gaan weder (3 n — 2) normalen, zoodat kg een 
{3 n — 2)-voudige lijn is op het gezochte regelviak. Het 
vlak der kegeïsnede zelf bevat weder n normalen, die ellï 
den omtrek van k^ tweemaal snijden en dus voor 2 n exem- 
plaren zijn te tellen. We vinden zoo voor den graad van 
het oppervlak der normalen, die op een gegeven kegeïsnede 
rusten, 

{3 n - 2) X 2 + "1 - 8 n - 4 - 4 (J 1 - 1). 
Uit elk punt P der ruimtekromme gaan (3 n — 2) nor- 
malen, die in een ander punt der kromme loodrecht staan. 
Het normaalvlak in P snijdt n punten in op de R„; en de 
(n — i) buiten P gelegen punten Q bepalen normalen, die 
in P loodrecht staan. Dus uit die (n — i) punten Q kan 
men (n — 1) normalen in P trekken. Maar zooals gezegd 

gaan uit elk punt Q (3 n — 2) noi-malen op R.. Bij 

één punt Q behooren derhalve (3 n — 2) punten P en bij 

één punt P {n— 1) punten Q. 

Dit geeft een overeenkomst (P, Q) van den vorm 

[(3n-2),(n--,)]. 
Deze verwantschap bezit 

V2(3n-2)(3n-2-i)+i/2(n-r)(n-i-i) = 

1/2 (5 n- 2). 3. (n i)+V2(n -i)(n-2) = 

1/2 (n-i). 2.(5 i_4)=(n-,)(5n-4) 

involutorische paren. 

Is {R S) zoo'n paar dan wil dat zeggen dat met het punt 
R zoowel als punt van het stelsel P als als punt van het stelsel 
Q steeds het punt S overeenkomt. Dat komt hierop neer 
dat de verbindingslijn RS in i^ èn in S normaal is, of dat 
zij dubbeh.OTva.a.sl is. Er zijn alzoo (n — i) (5 n — 4) dubbel- 
normalen. 
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STELLINGEN. 



y Google 



y Google 



Stellingen. 



Voor w/c^rationalc krommen gaan de eigcnsc^happen der 
nvolutios, in dit proefschrift behandeld, niet meer door. 



Het beschouwen van involuties met veelvoudige punten 
zal nog belangrijke uitkomsten kunnen geven. 



De leer der verwantschappen is voor de synthetische 
behandeling der rationale krommen van veel belang. 



Het is verkeerd duale beschouwingen overbodig te achten. 
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